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Prefacio

Este livro foi escrito com o objetivo de revisar alguns tépicos de matematica estudados no Ensino
Médio. O material apresentado esta organizado em Licdes. Em cada Licdo o texto compreende
uma parte inicial onde s3o apresentados de forma concisa, conceitos e resultados, os quais
sempre aparecem acompanhados de varios exemplos. Apds esta apresentacdo, damos inicio a
secdo de Exercicios Resolvidos que constitui a esséncia deste livro. Finalizamos cada Licao
com uma lista de Exercicios Propostos, muitos dos quais guardam semelhanga com aqueles ja
resolvidos. No final do livro apresentamos as respostas ou solucbes desses exercicios.

Apesar de tratar-se de um texto com tépicos do Ensino Médio a abordagem desses tépicos
procura ir um pouco além de uma simples abordagem a nivel de Ensino Médio. Tivemos a
preocupacado de interrelacionar os diversos temas abordados e sempre que possivel, procurando
destacar seus aspectos geométricos ou intuitivos. Além disso, procuramos ser informais sem
perder, no entanto, a exatiddo matematica.

Nos temas desenvolvidos e nos exercicios resolvidos e propostos, buscamos lapidar no aluno
uma postura de questionamentos constantes e o interesse por vizualizagdes geométricas de
conceitos e fatos quando isso é natural. O autor entende que mesmo ndo tendo assimilado
com desenvoltura esses conceitos no Ensino Médio o aluno adquiriu maturidade, o que lhe deve
permitir absorver uma abordagem um pouco mais rica dos tépicos selecionados.

Em muitas Lices usamos conceitos e resultados, na suas formas as mais elementares, para
em LicOes posteriores desenvolvermos tais assuntos com mais profundidade.

Outra preocupacio foi a de abordar varios tépicos tratados no Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) com o objetivo de oferecer um texto que ajude o
professor do Ensino Médio na preparacdo de suas aulas.

Num préximo volume, voltaremos a abordar outros tépicos da matematica bdsica com os
mesmos objetivos.

Rio de Janeiro, fevereiro de 2014
O autor



Conversa ao pé do ouvido

Aprender matematica n3o costuma ser uma tarefa facil para a grande maioria dos mortais e
quando tentamos aprendé-la, precisamos saber como fazé-lo. Primeiramente, precisamos querer
desvendar o mistério que temos diante de nds e depois, se ndo temos, precisamos adquirir uma
postura de quem, sistematicamente, estd questionando o que vé e o que n3o Vé.

Por exemplo, quando vocé tenta entender uma definicdo (ou uma regra, um teorema, uma
técnica, etc) vocé precisa, depois de |&-la com muita atengdo, construir ou dar exemplos de
objetos que satisfazem a tal definicdo; mais do que isso, também precisa construir ou dar
exemplos de objetos que n3o satisfazem a definicdo estudada. Isso feito, vocé comecou a
entender a definic3o.

Quando estudamos matemdtica ndo devemos perder as oportunidades de criar alguma coisa,
por mais elementar que ela seja: isso estd por tras das linhas do que foi dito sobre a postura
com relagdo a uma definicdo (ou uma regra, um teorema, uma técnica, etc). Outro exemplo é o
seguinte: quando tentamos resolver um exercicio e ndo conseguimos, talvez, antes de abandona-
lo seria mais interessante tentar resolver um caso particular do que é pedido. Nao quer dizer
que resolvido o caso particular vocé vai conseguir resolver o problema. Mas também ndo é
garantido que vocé ndo possa enxergar a solugdo do caso geral, estudando um caso particular!
E essa estratégia de abordagem do problema pode ser, em alguns casos, algo magico.

Tentar resolver exercicios é uma atitude fundamental quando se quer aprender matematica.
Eles s3o como um doce de festa, uma fonte onde se escondem diversas perguntas e é pre-
ciso saber degusta-los, descobri-las, redescobri-las sobre outras formas! Quando vocé termina
de resolver um exercicio, a festa n3o terminou ai, entrou na segunda fase: existem algumas
perguntas importantes que vocé precisa se sentir na obrigacdo moral de colocd-las com uma
certa frequéncia. Serd que essa solugdo ndo é muito complicada para o problema que tenho em
maos ? Além disso, resolvido um problema precisamos pensar nele com mais atencio para saber
se ele nos fornece um resultado interessante que devemos incorporar ao nosso conhecimento.
Mas, um problema resolvido também nos fornece a chance de vérios outros questionamentos:
usamos todas as hipdteses? o resultado ndo parece estar em contradigdo com alguma coisa ja
conhecida? podemos generalizar o resultado obtido? podemos recolocar esse problema num
outro contexto ? ou seja, somos capazer de criar outros exercicios, a partir deste, e resolvé-los?

S30 com pequenos questionamentos no inicio que vamos evoluir para questdes mais sofis-
ticadas, que vamos construir nosso amadurecimento, moldar nossa intuicido e quem sabe no
futuro, ser capaz de colocar um importante problema e quem sabe ainda, resolvé-lo!!

Rio de Janeiro, fevereiro de 2014
O autor
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Conjuntos

O que é um conjunto?
FE qualquer colegao de objetos.

A colecao formada pelos algarismos 0, 3, 5, 9;

A colecdo dos planetas do nosso sistema solar ;

A colecdo dos livros da Biblioteca Nacional do Rio de Janeiro;

A colecao formada pelos numeros reais.

Nesses exemplos os objetos que compdem os conjuntos estdo escritos em itdlico. Eles
também s3o ditos elementos do conjunto.

Quando respondemos a pergunta acima dizendo que um conjunto é qualquer colecdo de
objetos nds n3o estamos definindo o que € um conjunto, nem o que é um elemento desse
conjunto. Nds apenas apresentamos sindnimos para essas palavras: colecdo e objeto, respecti-
vamente. SinGnimos que nos s3o mais familiares, que fazem parte do nosso cotidiano. As no¢des
de conjunto e de elemento de um conjunto sdo primitivas. N3o as definimos em matematica.

1 Pertinéncia
Dados um objeto b e um conjunto A escrevemos:

be A (I&-se: b pertence a A) b¢g A (Ié-se: b nao pertence a A)

para indicar que o objeto b é elemento para indicar que o objeto b nao é elemento
do conjunto A. do conjunto A.



Licao 1 Secao 2: Como descrever conjuntos

A barra inclinada “/" colocada sobre um simbolo matemdtico, regra geral, tem como obje-
tivo negar o que o simbolo significa. Isso serd feito com frequiéncia ao longo deste texto.

Exemplos
# Seja A o conjunto formado pelos nimeros —4 ; 2 ; ™ e 5. Temos que:
—4e€eA ;, 2€eA ; 3€A ; bHe€eA ; mweA ; 0¢A

% Seja B o conjunto dos niimeros impares. Ent3o:
2¢B ; 7€B ; 3€B ; -2¢B ; -8¢B ; -5€B.

2 Como descrever conjuntos

Conjuntos sdo formados por elementos, por isso, para descrever um conjunto precisamos de-
clarar com precisdo quais s3o os seus elementos. Faremos isso de duas maneiras:

1. Listando entre chaves todos os elementos do conjunto:

A={1,2,-3,5,8,7,-11,10} ; B={a,e,i,o,u}.

2. Dando propriedades que caracterizam os elementos do conjunto:

C é o conjunto dos paises da América do Sul ;

D é o conjunto dos numeros inteiros positivos.

A propriedade P que caracteriza os A propriedade P que caracteriza os
elementos do conjunto C' é: elementos do conjunto D é:
P ser pais da América do Sul. P ser numero inteiro e positivo.
Assim, x € C' é o mesmo que Logo, x € D é 0 mesmo que
x € pais da América do Sul. x € numero inteiro e positivo.

Nesse caso, usaremos a notacao
{x ; x tem a propriedade 73}

lida como: conjunto dos x tais que' x tem a propriedade P.

w,on

'Usamos “;” com o significado de tal qgue. Com o mesmo significado, também s3o usados

u‘n won

e



Licao 1 Secao 3: Igualdade

Fazendo uso desta notacdo, podemos escrevemos:

C={x; x épais da América do Sul} ; D ={x ; x € nimero inteiro e positivo }.

Exemplos

# Se X é o conjunto formado pelas solucdes da equagio z2(x — 1) = 0 entdo podemos escrever:

X ={z; 2*(z—1) =0}

Se X é o conjunto dos nidmeros inteiros maiores do que 1 e menores do que 9 podemos escrever:
X ={z; x é ndmero inteiro maior do que 1 e menor do que 9} ou X ={2,3,4,5,6,7,8}.

3 lgualdade

Definicao. Dois conjuntos sdo iguais quando tém exatamente os mesmos elementos.
Quando A e B sdo iguais escrevemos A = B. Caso contrdrio, escrevemos A # B.

Exemplos

Sejam A={0,-1,2,6,-3,4,3} e B={3,2,6,-1,4,0,-3,3}.

Os elementos dos conjuntos A e B estdo listados em ordem diferente. Além disso, o elemento 3 foi
listado duas vezes no conjunto B. No entanto, de acordo com a defini¢ao de igualdade esses conjuntos
sdo iguais, pois tém exatamente os mesmos elementos, a saber: —3, -1, 0, 2, 3, 4 e 6.

Sejam A o conjunto dos nimeros impares maiores do que 1 e B o conjunto dos nidmeros impares
maiores ou iguais a 7. Os conjuntos A e B n3o s3o iguais porque n3o possuem exatamente 0s mesmos
elementos. De fato, 5 € A porém 5 ¢ B. Portanto, A # B.

4 Conjuntos especiais

4.1 Conjunto universo

Considere o seguinte conjunto: {x ; « > 0}. Note que esse conjunto ndo estd descrito de
modo claro. Afinal de contas, de quais nimeros maiores do que zero estamos falando?



Licao 1 Secao 4: Conjuntos especiais

— Dos nimeros pares maiores do que zero? — Dos nimeros inteiros maiores do que zero?

— Dos niimeros racionais maiores do que zero? — Ou dos nidmeros reais maiores do que zero?

Para descrever o conjunto {z ; = > 0}, sem ambiguidade, precisamos dizer onde vamos
procurar os elementos x que s3o maiores do que zero.

e Se vamos procura-los no conjunto P e Se vamos procura-los no conjunto Z
dos nlimeros pares, escrevemos: dos inteiros, devemos escrever:
{xeP; x>0} {reZ; x>0}
e Se vamos procura-los no conjunto Q e E se vamos procura-los no conjunto R
dos nimeros racionais, escreveremos: dos reais, serd necessario escrever:
{z€Q; x>0} {zeR; x>0}

Agora sim, temos conjuntos descritos sem ambiguidade, pois dissemos em cada um deles
onde vamos procurar os elementos que sdo maiores do que zero.

Mais geralmente, seja U/ um conjunto qualquer. O conjunto formado pelos elementos de U/
que tém a propriedade P serd escrito na forma

{zx €U ; x tem a propriedade P}

e o conjunto U sera dito um conjunto universo.

Nos exemplos acima os conjuntos universo s3o, respectivamente: P, Z, Q e R.

Algumas vezes descreveremos conjuntos sem explicitar o conjunto universo de onde os seus
elementos foram retirados mas, isso s6 sera feito quando n3o houver ambiguidade na descricdo
do conjunto. Isso quer dizer que em algum momento da discussdo o conjunto universo foi, ou
sera, informalmente fixado.

4.2 Conjunto vazio

O conjunto que n3o tem elementos é chamado conjunto vazio e é denotado por () ou { }.
Por exemplo, o conjunto formado pelos paises que ganharam 7 vezes a Copa do Mundo de
Futebol é o conjunto vazio.

O conjunto vazio pode ser descrito através de propriedades que se contradizem. Por exemplo:

{reR; v#z}=10 ; {x€Z;x>0e z<1}=0.



Licao 1 Secao 5: Conjuntos finitos

4.3 Conjunto unitario

Os conjuntos unitdrios sao aqueles formados por um unico elemento. O conjunto dos paises
que ganharam 5 vezes a Copa do Mundo de Futebol é um conjunto unitdrio pois seu Unico
elemento é o Brasil.

Exemplos

Conjuntos unitdrios:
{oy 5 {10} 5 {4} 5 {-2.-2} ; {zeR;2’=1} ; {n€Z;2<n<4}

Conjuntos n3o unitdrios:
{2,-2} ; {-1,2,3} ; 0 ; {xeR;a2=1} ; {n€ezZ;2<n<4}

Cada um dos conjuntos no exemplo acima possui mais do que um elemento, salvo o conjunto vazio que
nao possui elementos.

5 Conjuntos finitos

Os conjuntos

{5} ) {_17072} ; {372707_1} ; {1727_1747157_379}
-

1 elemento 3 elementos 4 elementos 7 elementos

tém uma importante propriedade em comum: podemos contar todos os seus elementos, do
primeiro, ao dltimo. Dizemos que tais conjuntos sdo finitos. Mais precisamente: um conjunto
é finito quando podemos contar todos os seus elementos, iniciando a contagem em 1 (alids,
como sempre fazemos quando contamos objetos) e terminando a contagem em algum inteiro
positivo n. Nesse caso, dizemos que o conjunto é um conjunto finito com n elementos ou,
simplesmente, que o conjunto tem n elementos.

Evidentemente, devemos contar cada elemento uma unica vez, para poder afirmar que n
é o niimero exato de elementos do conjunto. O nimero de elementos de um conjunto finito A
é denotado por #(A).

Exemplos

% A=1{3,4,5,6,7,8,9} é um conjunto finito com 7 elementos e escrevemos #(A) = 7.

% B={rx€Z; x>0 e x <10} é um conjunto finito com 11 elementos. Assim, #(B) = 11.

O conjunto de todas as estrelas do Universo em que vivemos é um conjunto com uma quantidade muito
grande de elementos mas é finito, segundo os cientistas.
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Licao 1 Secao 6: A notacao

Observe que o conjunto vazio n3o se enquadra na no¢do de conjunto finito que acabamos
de apresentar, pois ele ndo tem elementos a serem contados. No entanto, convencionamos
que o conjunto vazio € finito e tem zero elementos.

Quando um conjunto A n3o é finito ele é dito um conjunto infinito ou um conjunto
com uma infinidade de elementos. Nesse caso, escrevemos que #(A) = oo. Escrevemos
#(A) < 0o para indicar que A é um conjunto finito.

Para finalizar, chamamos sua atenc3o para um fato importante: quando contamos os ele-
mentos de um conjunto finito, o resultado final da contagem independe da ordem em que os
elementos do conjunto foram contados. Dito informalmente: independe de quem os contou.
Esse é um resultado a ser demonstrado, mas n3o o faremos aqui.

De posse dos pré-requisitos necessarios, ndo é dificil mostrar que a unido, a intersecdo, o
produto cartesiano e a diferenga (conceitos que relembraremos mais adiante) de dois conjuntos
finitos, sdo conjuntos finitos. Também n3o é dificil mostrar e tampouco foge da nossa intuicdo
matematica, que todo conjunto contido num conjunto finito € finito; que todo conjunto que
contém um conjunto infinito é também um conjunto infinito.

Vocé encontrard uma definicao formal de conjunto finito e as propriedades aqui citadas, nas
referéncia [5, 6].

Exemplos de conjuntos infinitos

Conjunto dos nldmeros pares;

Conjunto dos multiplos positivos de 5;

Conjunto dos niimeros impares que sdo maiores do que 223;
1

Conjunto dos niimeros da forma ; onde n é um inteiro positivo;

Conjunto dos niimeros da forma n+v2 onde n é um inteiro negativo .

Veja como demonstrar que o conjunto dos niimeros pares n3o é finito no exercicio 6 da
pagina 17. N3o serd dificil adaptar aquela prova para mostrar que os conjuntos da lista acima
sdo, de fato, conjuntos infinitos.

6 A notacao “...

Usamos a notagdo “..." no papel da expressdo e assim por diante, que pressupde: o leitor
sabe como prossequir. Por exemplo, escrevemos que o conjunto Z dos inteiros é o conjunto

Z={. ,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}

para indicar que depois do 4 vem 5, depois 6, 7 e assim por diante; que antes do —4
vem —b5, —6 e assim por diante. Escrevemos que o conjunto N dos niimeros naturais é o
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conjunto N = {1,2,3,4,...}. Também escrevemos {—12, —10, —8, ..., 206, 208, 210}
para evitar de escrever todos os niimeros pares de —12 a 210.

Exemplos

Para indicar que n assume todos os valores inteiros ndo negativos, escrevemos, por exemplo,

ne{0,1,2,3,...} ouentio n=0,1,2,3,...

# Para indicar que m assume todos os valores inteiros, podemos escrever: m =0,£1,+2 ...

# Alista 1,5, 5%, 5%, 5%, 5%, ... 5F possui 121 elementos. Qual o valor do inteiro k?

Vejamos: a descri¢do a seguir, lista os 121 elementos acima referidos

1,5, ptx2  p2x2 pg3x2  5ll9x2 Portanto, k=119 x 2 = 238.

119 elementos

7/ Diagrama de Venn

Como representar conjuntos graficamente ? Como vizualizd-los ¢

Uma maneira de vizualizar conjuntos infinitos é pensar ne- A linha escura
les como se fossem regides do plano. A figura ao lado mostra faz parte do conjunto A.
uma dessas representacdes. O conjunto A é formado pelos
pontos da regido hachurada. Do conjunto A também faz parte
0s pontos sobre a linha escura que delimita a regido hachurada.

Essas representacdes graficas sdo chamadas diagramas de Venn. Veremos que elas também
servem para representar graficamente conceitos (como inclusdo, unido, interse¢do, etc) e testar
a validade de afirmag¢des matematicas, como veremos no decorrer dessa licdo .

Os diagramas de Venn também s3o usados para representar conjuntos finitos. Neste caso
desenhamos regides do plano e representamos no interior des-
sas regides apenas os objetos que constituem os conjuntos em
questdo. Por exemplo, na figura ao lado representamos o con-
junto

A={-7,-2,0,1,2,5, 10}.

8 Inclusao

Definicao. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subconjunto de B quando
todo elemento de A também é elemento de B.



Licao 1 Secao 8: Inclusao

Quando A ¢é subconjunto de B dizemos que A estd contido (ou incluido) em B e
escrevemos A C B, ou que B contém A e escrevemos B D A. Quando A ndo estd contido
em B escrevemos A ¢ B. Analogamente, quando B ndo contém A escreve-se: B ) A.
Quando A estad contido em B e A # B dizemos que A é um subconjunto prdprio de B e
usamos a notagdo A & B.

Exemplos

Sejam A={1,2,3,4,5} e B={1,2,3,4,5,6)}.
Temos que A C B pois todo elemento de A também é elemento de B.

Sejam

A = conjunto dos niimeros inteiros maiores do que 5;

B = conjunto dos niimeros inteiros maiores do que 11.

Nesse caso, B C A. De fato, se x € B entdo x > 11. Logo = > 5. Consequentemente, = € A
provando, assim, o que pretendiamos.

Sejam

A = conjunto dos nimeros pares;

B = conjunto dos miiltiplos de 3.

Aqui, A nao estd contido em B, pois nem todo par é miltiplo de 3. Por exemplo, 4 € A mas 4 ¢ B.
Podemos também concluir que B ndo estd contido em A, pois nem todo miltiplo de 3 é par. Eo
que se passa, por exemplo, com o niimero 9: temos que 9 € B mas 9 ¢ A.

Observacao

() € B qualquer que seja o conjunto B. A justificativa para essa afirmacdo serd apresentada
na pagina 15.

8.1 Propriedades

A afirmacio todo elemento de A também é
elemento de A, que é evidente, justifica a
primeira propriedade da rela¢do de inclusao.

1.LACA A segunda propriedade fornece um critério
para mostrar que dois conjuntos s3o iguais:

2. ACB e BC A entio B= A dois conjuntos sao iguais quando cada um
deles esta contido no outro.

3. ACB e BCC entio AC C A terceira propriedade ¢ dita propriedade
transitiva da inclusao.
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9 Operacoes com conjuntos
9.1 Unido

Definicao. A unido dos conjuntos A e B é o conjunto

AUB:={z; x€ A ou z € B}.

As vezes usaremos o simbolo " :=" que tem o mesmo significado que " = ". Ele sé sera
usado para lembrar que estamos diante de uma definic3do.

Exemplos

# {1,3,4,7,8}U{1,2,7,18} ={1,2,3,4,7,8,18}.
# {ze€Z;x>5u{-4,-2,-1,1}={-4,-2,-1,1,6,7,8,...}.

# Nos diagramas de Venn a seguir a unido AU B é representada pelas regides hachuradas.

A A
A A AUB

Bl fUpB

Observacao

Em nosso cotidiano é comum usar a conjun¢do “ou” com sentido ezclusivo. O mesmo n3o
acontece em matemdtica: quando afirmamos “z € A ou x € B" podem ocorrer trés possi-
bilidades:

= pertence exclusivamente a A, 5 pertence exclusivamente a B

= pertence simultaneamente aos dois conjuntos A e B.

9.2 Intersecao
Definicao. A interse¢do dos conjuntos A e B é o conjunto

ANB:={z; €A e z€ B}

Os conjuntos A e B sado ditos disjuntos quando n3o possuem elementos em comum; ou
seja, quando AN B = 0.
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Exemplos

# {-1,0,1,3,4,7,8)n{-1,0,1,2,7} ={-1,0,1,7}.
# {~1,-2,5,7,8,9}N{ze€Z; 2 <8 ={-1,-2,5,7}.

# Nos diagramas de Venn a seguir a intersecio AN B é representada pela regido de cor cinza.

A A e B sio
A A conjuntos disjuntos.

B B Nesse caso, AN B = 0.

Observacao

A conjuncdo “e” tem em matemdatica o mesmo significado que em nosso quotidiano: o de
stmultaneidade.

9.3 Diferenca

Definicao. A diferenca A — B dos conjuntos A e B, é o conjunto formado pelos
elementos de A que n3o sdo elementos de B, isto é,

A-B:={z;x€A e z¢B}.

Também é comum a notagdo A\ B para indicar a diferenca A — B. Quando B C A
dizemos que A — B é o complementar de B em relagio a A e o denotamos por G, B.

Exemplos
* {17374757_17_2}_{273747_170}:{1757_2}'

# Como N={1,2,...} cZ=1{0,41,42,...} temos que C,N={0,-1,-2,-3,...}.

9.4 Produto Cartesiano

Definicao. O produto cartesiano A x B dos conjuntos A e B, é o conjunto dos pares
ordenados (z,y) onde z € A e y € B, isto §,

AxB::{(x,y);:EeA e yEB}.

10
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Lembre-se que dois pares ordenados (z,y) e (a,b) de Ax B sdo iguais quando, e somente
quando, z = a e y = b. Dizemos que = e y sdo as coordenadas do par ordenado (z,y):
x € a primeira coordenada e y é a segunda coordenada.

Exemplos

% {1,5,-1,-2} x {4,—1,0} é o conjunto formado pelos pares ordenados: (1,4), (1,—1), (1,0),
(574)' (57_1)' (5a0)' (_174)’ (_17_1)’ (_170)' (_274)' (_23_1)' (_an)

% 7 x 7 é formado pelos pares ordenados da forma (m,n) onde m,n s3o inteiros quaisquer.

# R x R é formado pelos pares ordenados da forma (z,y) onde x,y sdo nimeros reais quaisquer.

9.5 Propriedades das operacoes

Apresentamos no quadro a seguir algumas propriedades das operacdes de unido e de intersecao.

1. Idempoténcia: AUA=A=ANA

2. Comutatividade: AUB=BUA
3. Associatividade: (AN B)YAC = A0 (BOO)

4. Distributividade:
istributividade AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

5. #(AU B) = #(A) + #(B) — #(ANB) se #(A) < oo e #(B) < oo

E a propriedade associativa que nos permite entender AUBUC e AN BNC sem
ambiguidade. Note que a definicdo de unido envolve apenas dois conjuntos. Assim, para dar
um significado a AU B U C' respeitando a ordem em que A, B,C' aparecem na expressao,
devemos interpretd-lo como (AUB)UC ou, como AU(BUC). A associatividade nos garante
que tanto faz, e é isso que nos permite abandonar os parénteses ao escrever AU B U C.

11
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10 Quantificadores

Em nossa linguagem matemética faremos uso de dois quantificadores:

= quantificador de universalidade:
denotado por “V" e significando qualquer que seja ou para todo ou todo.

= quantificador de existéncia:
denotado por “3" e significando existe ou existem.

Exemplos
A afirmacgao pode ser escrita como:
Ezistem ndmeros inteiros negativos dneZ talque n<0 dneZ; n<0
Nem todo nimero inteiro é nulo JzeZ talque x#0 dJxeZ ; z#0
Existem nimeros pares maiores gg(e)l JzeP tal que 2> 2001 JzeP . x> 2001

O quadrado de qualquer nimero

Cm AT ) 22>0 , VzeZ
inteiro € maior ou igual a zero

O dobro de qualquer nimero inteiro é
um numero par

2yeP , Vyek

O produto de qualquer nimero real

bx0=0, VbeR
por zero vale zero

A diferenca entre dois numeros
ferenca entre ! . a—beZ , Va,beT
inteiros é um numero inteiro

A diferenca entre dois nimeros

o . , Ja,bcZ talque a—b¢ P || Ja,beZ ; a—-bgP
inteiros pode mdo ser um nimero par

11 O significado de “=—" e “<—

Em matematica, o simbolo “ =" ¢é usado para indicar que a afirmacdo a esquerda desse
simbolo implica a afirmacdo a direita, como em:
a=2 — a>1;
r>1 = a2>1; onde a,b,x sdo nimeros reais’.
a—b=0 — a=0;

2Nesse caso também dizemos: a afirmacdo a direita da seta é consequéncia da afirmacio 3 esquerda ou
entdo, que a afirmacdo a direita segue como consequéncia da afirmac3do a esquerda.

12
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Quando a afirmac3o a esquerda implica a afirmac3o a direita e vice-versa, dizemos que as

afirmacGes sdo equivalentes e usamos o simbolo “<=-" como nos exemplos a seguir.
3a=12 <= a=4;
a—b>0 <= a>0; onde a,b,x s3o nimeros reais.
a—b=2 <— a=b+2;
Em cada um dos exemplos acima, a afirmac3o a esquerda e a afirmacdo a direita do simbolo

<" tém exatamente o mesmo significado matematico; elas apenas estdo escritas de forma
diferente. O simbolo “<=-" também é lido como: quando, e somente quando ou entdo se,
e somente se.

Tanto a implicacdo quando a equivaléncia entre afirmacdes sio transitivas, isto é:

ese p= e q=1 entdo p = t; ese p&s e qetentio pet.

Exemplos

Dados ndmeros reais a e b temos que: % re{l} = wze{l,2}.
a<0 <= 2a<0;

a>0eb>0 — a+b>0; #r=1 — x=1 ou z=2.

a<0eb<0 =— ab>0.

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos. # Seja A um conjunto qualquer.

Temos que: z€ A = x¢ B. Entdo: ac€ A << {a} C A

12 Construindo novas afirmacoes

Dadas duas afirmacgdes p,q podemos construir com elas duas outras afirmacdes:

e a afirmagdo (p e q)

a qual sé é verdadeira quando ambas as afirmacdes p,q o sdo;

e a afirmagdo (p ou q)

a qual sé é falsa quando ambas as afirmagdes p,q o sdo.

Exemplos

# Considere os conjuntos {1} e {1,1/2}. Sobre as afirma¢@es a seguir podemos concluir:

e Afirmacdo: 1¢ {1} e V2¢€ {1}.
E uma afirmacdo FALSA, pois a segunda é falsa (apesar da primeira ser verdadeira);

13
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Afirmagdo: 1€ {1} ou v2¢€ {1}.
E uma afirmacio VERDADEIRA, pois a primeira é verdadeira (apesar da segunda ser falsa);
Afirmagdo: 1¢ {1} ou v2¢€{1,v2}.

E uma afirma¢do VERDADEIRA, pois a segunda é verdadeira (n3o obstante a primeira seja falsa);

Afirmacdo: 2 ¢ {1} e 1€ {1,V2};

E uma afirmacao VERDADEIRA, pois a primeira é verdadeira e a segunda também.

Afirmacdo: 2 € {1} ou 1¢ {1,v2};

E uma afirmagdo FALSA, pois a primeira é falsa e a segunda também.

Mais Exemplos

# Seja x € R. Quais das afirma¢des sdo verdadeiras e quais sdo falsas?

(1)) x=2 = <2 (istoé, x<2o0ux=2);
(ti)) z=7 = ax>x (istoé, x>7mou x=m);
(tit) >2 = x>2 (istoé, x>2oux=2);
(w) e<n7 = z<7 (istoé, z<mouzxz=m);
(v) <2 = z=2;
(wi) <2 = x<2.

Para responder a essa pergunta, facamos:
(i) Sabemos que & = 2. Logo, segue como consequéncia que a afirmagdo “z < 2 ou = = 2" é
VERDADEIRA, pois a segunda delas é verdadeira.

(it) Sabemos que z = m. Logo, segue como consequéncia que a afirmacdo "z > 7 ou x = 7" é
VERDADEIRA, pois a segunda delas é verdadeira.

(#4t) Sabemos que = > 2. Logo, segue como consequéncia que a afirmagdo “x > 2 ou . = 2" é
VERDADEIRA, pois a primeira delas é verdadeira.

(iv) Sabemos que x < 7. Logo, segue como consequéncia que a afirmac¢do “z < 7 ou =z = 7" é
VERDADEIRA, pois a primeira delas é verdadeira.

(v) Essa afirmagdo é FALSA, pois ao ser menor ou igual a 2, o valor de x pode ser, exatamente, 1
e nao 2.

(vi) Essa afirmagdo é FALSA, pois ao ser menor ou igual a 2, o valor de = pode ser, exatamente, 2.

12.1 A negaciode AC B

Outra forma de criar novas afirma¢des é negar uma afirmacdo dada. Alids, compreender e redigir
a negacdo de uma afirmagdo n3o é, em geral, uma tarefa elementar em matematica. Vejamos,
passo a passo, um tal exemplo.

14
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Dados dois conjuntos A e B quaisquer, sabemos quando A estd contido em B: “quando
todo elemento de A € elemento de B”. Automaticamente, sabemos o que significa a afirmacio

“A nao estd contido em B”.

Ea negacdo de “A estd contido em B”,

ou seja, & a negacio de “existe um elemento de A que ndo € ele-
mento de B”.
“todo elemento de A ¢ elemento de B”.
Finalizando, dizer que “A ndo estd contido
E a negacdo desta ultima afirmagado é, eviden- em B” é o mesmo que dizer
temente,
“existe a€ A tal que a¢ B”

“nem todo elemento de A € elemento de B” )
ou seja,

ou, dito de outra maneira,
Ja€e A ; a¢B.

E por isso que para justificar que A n3o estd contido em B, exibimos um elemento de A que
ndo estd em B.

Exemplos

7 ¢ P porque existem nimeros inteiros que ndo sio pares. Por exemplo, o niimero 3 ¢é inteiro mas

néoépar,ouseja:|3eZ mas 3¢ P.

Se A é o conjunto dos miltiplos de 10 e B é o conjunto dos miultiplos de 4, entdo A ¢ B porque
[30€ A mas 30¢ B |

Depois de ter entendido o significado de A ¢ B podemos justificar o seguinte fato:
) € B qualquer que seja o conjunto B.

De fato, se ) ¢ B deveria existir b € () tal que b ¢ B o que é impossivel, pois () n3o tem
elementos. Logo, # C B qualquer que seja o conjunto B. Em particular, o complementar do
conjunto vazio com relagdo a qualquer conjunto B estd bem definido e vale: (.0 = B—0 = B.

Exercicios resolvidos

. Verifique se o numero x pertence ao conjunto A e justifique sua resposta.

15
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(a) A é o conjunto dos miiltiplos de 3; (b) A é o conjunto dos divisores de 60 ;
r = 1264. T = 3.

Precisamos verificar se os niimeros dados satisfazem ou n3o as propriedades que caracterizam
os elementos dos conjuntos em quest3o.

(a) A propriedade que caracteriza os elementos do conjunto A é: ser maltiplo de 3.
Dividindo 1264 por 3 obtemos resto 1. Logo, 1264 n&o é miltiplo de 3, ou seja, 1264 ¢ A.

(b) A propriedade que caracteriza os elementos do conjunto A é: ser divisor de 60.
Temos que 60 +~ 3 = 20. Portanto, o nimero 3 é um dos divisores de 60. Logo, 3 € B.

. Os ndmeros 0, —1, 7/3 e 10'° pertencem ao conjunto A={n € Z; 3n—5 é par}?

As propriedades que caracterizam os elementos n de A s3o:
e neZ e e 3n—>5 é par.
Precisamos ent3o verificar se os nimeros dados satisfazem ambas as condicdes.
(a) 0€Z mas 3 x0—5=—5 ndo é par. Logo, 0 ¢ A;
(b) —1€Z e 3x(—1)—5=—8 é par. Portanto, —1 € A;
(c) T ¢ Z. Consequentemente, I ¢ A;

(d) 10'° € Z mas 3 x 1019 — 5 n3o é par. Para ver que 3 x 10'° —5 n3o é par observe que 3 x 1010 ¢
um niimero inteiro cujo algarismo da unidade é zero. Segue que o algarismo da unidade de 3 x 10'% —5
é 5 e portanto, 3 x 1019 — 5 n3o é um nimero par®. Logo 100 ¢ A.

. Os conjuntos A e B sao iguais ou distintos ? Justifique suas respostas.

(a) A é o conjunto dos nimeros pares; (b) A = {x € N; z? < 47};
B é o conjunto dos miuiltiplos de 4. B={xeNj; xz<6}.

Temos que:

(a) Existem nidmeros pares que n3o sio miiltiplos de 4 como, por exemplo, o ndmero 6. Assim 6 € A
mas 6 ¢ B. Consequentemente, A # B.

(b) Temos: 12 < 47, 22 <47, 32 <47, 42 <47, 5% < 47, 6% < 47. Por outro lado, qualquer
nimero natural maior que 6 tem quadrado maior do que 47. Logo, A={1,2,3,4,5, 6} e
consequentemente,

A={1,2,3,4,5,6}={xeN; 2<6}=B.

. Quais dos conjuntos a seguir sdao vazios e quais sao unitarios ?

3Como mostrar que o algarismo da unidade de um ndmero par sé pode ser 0,2,4,6 ou 8? Bem, comece
lembrando que um nimero par é da forma 2n onde n é um inteiro. Agora, se o algarismo da unidade de n for
zero entdo o de 2n serd zero; se o algarismo da unidade de n for 1 entdo o de 2n serd 2; se o algarismo da
unidade de n for 2 ent3o o de 2n serd 4; e agora, siga em frente !!
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(@) {reR; z2+1=0} (b) {x €Z ;1 =22}
(){z€Z;0<z<2} ) {neN; L >1}

Para isso, vejamos quantos elementos possuem cada um dos conjuntos.
(a) Sendo z real, temos que 22 > 0. Logo, #2+1 > 1 e consequentemente, {z € R; 22+1 =0} = 0.

(b) Temos que: {z €Z; 1 =22} ={-1, 1}. Logo, este conjunto tem dois elementos e portanto n3o
é nem vazio, nem unitdrio.

(c) O dnico ndmero inteiro maior do que zero e menor do que 2 é o nimero 1. Concluimos entdo que
{re€Z; x>0 e x<2}={1}. Portanto, o conjunto em questdo é um conjunto unitdrio.

(d) Se n € N entdo n > 1. Logo, o denominador da fragdo 1/n é maior ou igual ao seu numerador.
Consequentemente % <1 e concluimos que o conjunto em questdo é o conjunto vazio.

. Determine o nimero de elementos dos conjuntos a seguir.
(a) Conjunto dos divisores de 50;
(b) Conjunto dos miiltiplos positivos de 3 que sdo menores do que 2317.

Analisemos cada um dos conjuntos.

(a) Fatorando, obtemos: 50 = 2 x 52. Logo, os divisores de 50 sdo: +1, +2, +5, +10, +25, +50.
Portanto, o conjunto formado pelos divisores de 50 tem exatamente 12 elementos.

(b) Dividindo 2317 por 3 obtemos 772 como quociente e 1 como resto. Além disso,
772 x 3 =2316 <2317 e 773 x 3 =2319 > 2317.

Logo, 772 x 3 é o maior miiltiplo de 3 que é menor do que 2317. Portanto, os miiltiplos* de 3
procurados s3o:
1x3,2%x3,3%x3,4x3,5x%x3,...,772x3.

Portanto, o conjunto em questdo é finito e tem exatamente 772 elementos.

. Como demonstrar que o conjunto dos nimeros pares é um conjunto infinito ?

Nés definimos o que é um conjunto finito. Dissemos também que um conjunto é infinito
quando n3o é finito. Assim, mostrar que um conjunto € infinito, é o mesmo que mostrar que ele ndo
pode ser finito. Como fazer isso ?

Bem, o conjunto dos niimeros pares n3o é vazio. Logo, podemos iniciar a contagem dos seus elementos.
Resta agora mostrar que essa contagem nao para. E para isso, basta mostrar, por exemplo, que para cada
natural n podemos exibir n elementos distintos do conjunto dos niimeros pares, o que é uma proeza
facil de ser realizada. Para tal, dado n € N considere o conjunto {2x1, 2x2,..., 2xn}. Trata-se

40s miltiplos de 3 s3o os niimeros da forma 3n onde n € Z ou seja, s3o os niimeros:
., —4x3, -83x3, —2x3, —1x3,0x3,1x3,2x3,3x3,4x3, ...
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de um subconjunto do conjunto dos niimeros pares, com exatamente n elementos. E mostramos assim
que o conjunto dos nimeros pares é infinito.

Esses mesmos argumentos servem para mostrar, por exemplo, que o conjunto dos multiplos inteiros de
um nimero real n3o nulo (positivo ou negativo) é um conjunto com uma infinidade de elementos.

. Qual dos conjuntos a seguir é finito e qual é infinito ?
(a) A= {z e N; z® < 630} (b)) B={xz€Z; z® < 2}.

Para resolver essa questdo damos os seguintes argumentos.

(a) Como 512 =83 < 630 < 9% =729 segueque A={1,2,3,4,5,6,7,8}. Portanto, A é
um conjunto finito.

(b) Observe que todos os inteiros negativos sdo elementos de B, pois o cubo de um ndmero negativo é
também negativo e logo, menor do que 2. Portanto, B={...,—5,—-4,-3,—-2,—-1,0,1} e, conse-
quentemente, B é um conjunto infinito, pois contém o conjunto infinito {...,—5,—4,-3,—-2 —1}.

. Sejam A, B e C regioes do plano. Em cada item construa diagramas de Venn onde A , B
e C satisfazem, simultaneamente, as condi¢oes do item.

(@QA—-BCC ; A#B ; AZC e ANB#0D;
(b) ANB#0 ; ANBNC=0 ; CNA#0 e CNB#0;
(c) AnNBNC#0 ; C—A#0 ; A¢B ; BZA e B-—ACB-C.

Para isso exibimos os seguintes diagramas:

(a) . (b) \ (c)

. Determine quais das afirmacoes a seguir sdao verdadeiras e quais sao falsas.
(@) {n eN; n>300} C {neN; n>200};
(b) {n€Z;n%>20}C{ne€Z; n?>45};
(c){neZ;nd?<—-10}C{neZ; n®<1}.

Passemos a anélise das afirmagdes.

(a) Se k € {n € N; n > 300} entdo k& > 300. Logo, k é um natural maior do que 200, ou seja,
k € {n € N; n > 200}. Finalizando, concluimos que A C B e portanto, a afirma¢do é VERDADEIRA.
(b)

b) Observe que 5 € {n € Z ; n? > 20} pois 52 > 20. No entanto 5 ¢ {n € Z ; n? > 45} porque
52 # 45. Logo a afirmacdo é FALSA.
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(c)Se ke {n€Z; n®> < —10} entdo k3 < —10. Logo, k é um inteiro negativo. Portanto, k® < 0 e,
consequentemente, k% < 1, ou seja, k € {n € Z; n® < 1}. Portanto, a afirmagdo é VERDADEIRA.

Sejam A, B,C conjuntos quaisquer. Mostre que
AU(BNC)# (AUuB)N(BUC)

construindo diagramas de Venn onde os conjuntos AU (BNC) e (AUB)N(BUC) sao
distintos.

Na figura a seguir exibimos os conjuntos A, B,C. Na figura do meio, a parte hachurada
representa o conjunto AU (BN C). Na figura que estd a direita, a parte hachurada mostra o conjunto
(AUB)N (BUC). Essa construgdo garante que

AU(BNC)#(AUB)N(BUQ).

A B A B A B

Sejam A e B conjuntos quaisquer. Mostre que A = (A — B)U (AN B).

Os elementos de A se dividem em dois grupos distintos:

— os elementos de A que ndo estdo em B, ou seja, os elementos de A — B;

— os elementos de A que estdo em B, ou seja, os elementos de AN B.

Consequentemente, A = (A — B)U (AN B).

Sejam A={x€Z; < -5}, B={x€Z;x>-1} e C={x€Z; x> T7}. Deter-
mine: AUB ; AuC ; BnC.

Temos que:
() AuB={z€Z;x<-5o0u ax>-1}y={..,-7,—-6,-5,—-1,0,1,2, ...}
b)AUC={z€Z;x<-5o0u x>7}={..,-7,—-6,-5,8,9,10, 11, ...}.

(BNC={x€Z;x>-1ex>7={8,9,10, ...} ={x€Z; z>T}

Escreva as afirmacoes a seguir usando quantificadores.

(a) Existem nimeros pares maiores do que 100'%9;

(b) O produto de dois niimeros inteiros é sempre um nimero inteiro ;
(c) Do produto de dois inteiros pode resultar um ndmero nao par;
(d) Da soma de dois inteiros pode resultar um niimero negativo .
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(a) Existem nimeros pares maiores do que 100'%°: |Ja € P ; a > 10010 |

(b) O produto de dois niimeros inteiros é sempre um nimero inteiro: |ab €Z,Ya,be Z|

(c) Do produto de dois inteiros pode resultar um ndmero n3o par: |E|a,b EZ; ab¢ '.P|

(d) Da soma de dois inteiros pode resultar um niimero negativo: |E|a,b €EZ; a+b< O|

Sejam A, B conjuntos quaisquer. Diga quais das afirmacdes a seguir sao falsas e quais sao
verdadeiras.

(a) xr€e AUB — =z€ A (b)) xr€e ANB — x=¢ A-B.

Vamos a andlise de cada uma das afirmacdes.

(a) Se € AUB entdo z € A ou x € B. No entanto, ndo podemos concluir que z pertence
necessariamente ao conjunto A. Por exemplo, quando A = {1}, B = {2} e = = 2 temos que:
x € AUB mas x ¢ A. Esse exemplo mostra que a afirmagdo é FALSA.

(b) Seja © € AN B. Ao retirar de A os elementos de B, certamente retiramos de A os elementos
comuns a A e a B ou seja, AN B. Em particular, retiramos o elemento x. Consequentemente,
x ¢ A — B. Isso mostra que a afirma¢do do item (b) é VERDADEIRA.

Sejam x,y € R. Quais das afirmacées a seguir sao falsas e quais sdo verdadeiras ?
(@ z2>0 — x>0 (b) 23>0 — x>0
(C) y>3 — y2>8 (d) r+y=0 — m2+y2:0_

Analisemos cada uma das questdes colocadas.

(a) FALSA, pois para = —1 temos: 22 = (—1)? > 0 mas, z = —1 nio é positivo.

)
(b) VERDADEIRA, pois o nimero = n3o pode ser nulo (nesse caso z®> = 0) nem pode ser negativo
(nesse caso 2% < 0 pela regra de sinais).
)
E

(c) Como y > 3 temos que y?> > 9. Mas, se > > 9 entdo y> > 8. Portanto a afirmacdo é
VERDADEIRA.

(d) FALSA, pois para =1 e y=—1 temos: x+y =0 mas, 22 +3>=2#0.

Mostre que a? 4+ b%? + ¢? é sempre impar quando a,b sdo inteiros consecutivos e ¢ = ab.

2

Como a,b s3do inteiros consecutivos e ¢ = ab entdo a? + b% + ¢* tem a forma:

A+ =0+ M+ D)+ n (n+1)2 =20 +2n+1+n* 4+ 2n° +n?
=32 +2n+2n3 +nt+1=2(n+n) +3n* +n* +1.
———

par
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Para mostrar que 2(n +n%) + 3n? + n* + 1 é impar basta mostrar que 3n2 +n* + 1 é sempre impar,
pois ja sabemos que 2(n + n3) é par.

Para isso temos que:

4 s3o ndmeros pares e, consequentemente, 3n? + n* + 1 sera impar;
4 4

e se n é parentio 3n% e n

e se n é impar entio 3n? e n* sdo nlmeros impares e, consequentemente, 3n2 + n* serd par,

donde concluimos que 3n? +n* 41 serd impar.

2

Concluimos entdo que a? 4 b? + ¢? serd sempre impar.
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1. Liste os elementos de cada um dos conjuntos:

(a) Conjunto dos muiltiplos positivos de 5 que
sao menores do que 37;

(b) Conjunto dos 10 primeiros inteiros positivos
que divididos por 4 deixam resto 3;

(c) Conjunto dos inteiros positivos que sdo divi-
sores comuns de 60 e 100;

(d) Conjunto dos niimeros inteiros positivos que
sao menores do que 50 e que s3o divisiveis
por 7.

. Diga se os conjuntos a seguir sdo iguais ou se
sdo distintos. Redija uma justificativa para sua
resposta.
(a){1,2,4,7,5,9,10,2};
{2,9,5,2,10,7,9,1,4,7}.
(b) Conjunto dos tridngulos retangulos ;
Conjunto dos tridngulos equilateros.
(c) Conjunto dos niimeros impares que sdo maio-
res ou iguais a 3;
Conjunto dos niimeros impares que sao maio-
res do que 2.
(d) Conjunto dos niimeros primos que sdo divi-
sores de 210;
Conjunto dos ndmeros primos que sdo divi-
sores de 420.
Nota: Um nimero p € N = {1,2,3,4,...}
é um ndmero primo quando ele tem apenas
dois divisores positivos e distintos, a saber, 1
e o préprio niumero. Segue da definicdo que o
nimero 1 nao é primo.

. Um conjunto A é formado pelos digitos da uni-
dade dos nimeros:

123223 26746 1391203

Liste os elementos do conjunto A.

. Quais dos conjuntos a seguir sdo unitdrios e quais
deles sdo o conjunto vazio?

@) {xe€Z; z2®>+1=0};

(b) {yeP; v*=8};

() {zeZ; x=2a?};

() {z€Z;z+1=2 e z—1=3};

5.

10.

11.

. Seja A, ={-3,-2,-1, ...

Seja A o conjunto formado por todos os inteiros
n que tém a seguinte propriedade: o resto da di-
visdo de 4n+7 por 5 deixa resto 2. Pergunta-
se:

(ayoe A? (b) 37 € A?
(c)12€ A? (d) 1001 € A?
(e) -be A? (f)—7€ A?

. Os conjuntos a seguir s3o finitos ?

(a) Conjunto dos niimeros pares com dois alga-
rismos;

B){yeZ; (y—1)(y—-2)=0};
(c){z€Z; x>—-10 ou x < 25};

(d) Conjunto dos ndmeros inteiros positivos com
menos do que 5 algarismos;

Determine o nimero de elementos de cada um
dos conjuntos a seguir.

(a) {2,3,4,5,6,...,1567};
(b) {~53,-2,-1,0,1,2,...,8901};

,n—1} onde
neZen>-—2.

(a) Descreva os conjuntos A_o, Ag, Ay e Aj
listando todos os seus elementos;

(b) Determine o niimero de elementos de A,,.

. Sejam

Ay=1{1,2,3.4,....n+3)};
B,={-n,-n+1,...,n4+1,n+2};
C,={10,104+2,...,10+2n};

onde n€Z e n>0.

Descreva cada um dos conjuntos:
Ay, By, Cy, Az, By, Cs5 listando todos os se-
us elementos.

Determine o nimero de elementos dos conjun-
tos A, , B, e C, do exercicio anterior. Esse
nimero, claro, depende do inteiro n > 0.

Nas listas a seguir, diga qual é o elemento soli-
citado.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

Licao 1: Exercicios

(a) Qual é o centésimo elemento na lista
1,23%,3%,47,5% 61, ...7

(b) Qual é o milésimo elemento na lista
1,3,5%,74,95 118, ...7

(c) Qual é o centésimo quinto elemento da lista
1,23, 4%,67,8%, 10", ...7

Sabendo que a lista 1,2,42%,6%,8%,10',...,k

possui 273 elementos, determine k e o

pentltimo elemento da lista.

Quantos tridngulos isésceles tém lados inteiros e
perimetro igual a 207

Quais dos conjuntos a seguir sdo finitos ? Deter-
mine o nimero de elementos daqueles que sao
finitos.

(a) Conjunto dos muiltiplos positivos de 3 que s3o 19.

menores do que 2.317;

(b) Conjunto dos tridngulos retangulos cujas medi-
das dos lados s3o niimeros inteiros e cuja area
vale 24:

(){neZ"t;102<2n+1<2307};

(d) Conjunto dos tridngulos cuja base mede 2 e
cuja altura relativa a essa base, mede 1.

Construa diagramas de Venn que represente cada
uma das situacdes a seguir:

(a) A¢Z B, B¢ A mas A e B tém elementos
em comum;

(b)) ANB#0, A¢gC e ANBNC #0;

(c)(B=ANC#De ANBNC #0;

(d) A n&o contém B, B estd contidoem C e
C contém A.

Determine todos os possiveis conjuntos X que
satisfazem a igualdade AUX = B, onde A e
B sdo dados a seguir:

A={1,3,5} e
B={-1,1,-2,3,5,0}.

Sejam A, B conjuntos quaisquer. Diga quais
das afirmagbes a seguir sdo falsas e quais sdo

18.

20.

21.

verdadeiras.
(a) Se x € A entdo z € A— B;

(b) Se = ¢ A entdo x € B— A;

()xr€e AUB = a¢ A-B;

(d) Suponha que A— B #10.

Podemos entdo concluir que AN B # ().

Sejam z, y € R. Quais das afirmagdes a seguir
sdo verdadeiras ?

(a) 2°>0 <<= z>0;

(b) 25=0 <<= z=0;

(c) z>2 = z>3;

(d ze{3} = ze{3,7};

(&) =3 = x=3 ou z=m.

Diga quais das afirmagdes a seguir sdo falsas.

(1) Sejam a,b € R tais que a,b <0.
Segue dai que a®b > 0.

(2) Sejam a,b € R taisque a <0 e b> 0.
Segue dai que a*b > 0.

(3) Sejam a,b e R taisque a <0 e b>0.
Segue dai que (a* +0,1)b > 0.

(4) Sejam a,b € R taisque a <0 e b > 0.
Segue dai que (a +0,1)%b > 0.

Escreva as afirmacgdes a seguir como fizemos nos

exemplos da secdo 10.

(a) O produto de dois niimeros inteiros é um
numero inteiro;

(b) Existem nimeros inteiros menores do que
7101101 .

(c) O quociente de dois inteiros ndo nulos é um
numero racional ;

(d) A diferenca de dois inteiros positivos pode
ser um inteiro negativo.

Sabendo que #(A) = n e #(B) = m per-
gunta-se: quantos elementos possui o conjunto
Ax B?
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Apresentacao dos
numeros reais

Vamos relembrar algumas notagdes, definicdes e fatos elementares sobre o conjunto R dos
ndmeros reais e sua representacao na reta. Nosso objetivo é desenvolver uma visdo geométrica
do conjunto dos niimeros reais e de alguns conceitos que vamos tratar nessa licao.

1 Subconjuntos especiais

Destacamos os seguintes subconjuntos de R:

1. Inteiros
Z={. ,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3.4,...}.

Outros subconjuntos:
7* = 17— {0} Zt={1,2,3,4,..} =N Z-={-1,-2,-3,-4,..}.

O conjunto Z™ dos inteiros positivos é dito conjunto dos nimeros naturais. Ele também é
denotado por N.

2. Racionais

Qz{g i PgEL e q#O}-

Exemplos:
1 15 3 -3 8 5 10 16 7
;- YT it 058 T8 5 T =1



Licao 2 Secao 2: Representacao na reta orientada

Note que todo inteiro p pode ser escrito na forma p = b Portanto, todo nimero inteiro

1
é também um ndmero racional, isto é, Z C Q.
Veremos mais tarde que:

—bp p p
— = = = aratodo p,qE€Z e 0.
2 - g P.q q#

p

Uma expressdo da forma com p,q inteiros e ¢ # 0 também é dita fracdo de nimeros

inteiros ou, simplesmente, fracdo.
. . ~ . p p
Note que todo nimero racional ndo nulo pode ser escrito na forma q ou —= onde p,q

sdo inteiros positivos. Além disso, decompondo p e g em fatores primos e cancelando fatores
primos comuns ao numerador e ao denominador da fragcdo, obtemos o que chamamos de fracdo
irredutivel. Assim, toda fracdo n3o nula tem a sua forma irredutivel, alids, tnica. Voltaremos a
este assunto quando tratarmos do Teorema da Decomposicdo em Fatores Primos na Licdo 8.
Nos exemplos a seguir, as fracdes a direita dos sinais de igual estdo na forma irredutivel,
mas as da esquerda ndo estdo nessa forma:
5 r 4 2 126 21 6

15 3 7 14 7 60 10 7 3

3. Irracionais

Aprendemos no Ensino Médio que além dos nimeros racionais, fazem parte do conjunto dos
nimeros reais, os nimeros chamados de irracionais. N3o faremos aqui uma definicio formal
desses nlimeros, mas vamos aprender a operar com eles, relembrar algumas de suas propriedades,
sua harmonia com os racionais e procurar desenvolver uma visdo geométrica desse universo.

Exemplos de nimeros irracionais: 5 ; —v3 ; 7 ; —v5 -

Em geral, nao é facil demonstrar que tais niimeros n3o s3o nimeros racionais. Por exemplo,
a ndo racionalidade do nimero 7 sé foi demonstrada em 1761, pelo matematico francés J.H.
Lambert. Na Licdo 8 voltaremos a comentar sobre este assunto e mostraremos que V5 é,
de fato, um nimero ndo racional. lIsso significa que para medir a hipotenusa de um tridngulo
retdngulo com catetos medindo 2 e 1 respectivamente, precisamos langar mao de nimeros
ndo racionais, ou seja, precisamos criar outros nimeros em harmonia com os racionais para
associar uma medida a essa hipotenusa. Voltaremos a falar desta harmonia na pagina 89.

2 Representacao na reta orientada

Fixar uma orientacdo na reta é fixar um sentido de percurso, como mostrado na figura a seguir.
Feito isso, os pontos a direita de um ponto () da reta sdo aqueles que podem ser acessados a
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partir de (), seguindo o sentido de percurso fixado, ou seja, seguindo a orientacdo fixada. Na
figura a seguir, R estd a direita de ). Os pontos ¢ esquerda de () s3o aqueles que podem
ser acessados a partir de @, seguindo o sentido de percurso contrario ao fixado. Na figura a
seguir, o ponto P estd a esquerda de Q.

Reta orientada e as nogoes de direita e esquerda

| pontos da reta a direita de

P

| Q R sentido de percurso —

pontos da reta a esquerda de @

O ponto @ n3o estd nem a direita, nem a esquerda de Q.

Duas conseqiiéncias imediatas dos conceitos de direita e esquerda s3o:

Se P estd a direita de @@ e se Q Se P estd a esquerda de Q e se QQ
= estd a direita de R entao P estd a ' estd a esquerda de R entdo P estd
direita de R. a esquerda de R.
\R \Q \P \P \Q \R

Essa é a propriedade transitiva das relagbes de direita e esquerda. Ja nos deparamos com
essa propriedade na inclusdo de conjuntos. Outra propriedade imediata é a seguinte:

P estd a direita de Q) se, e somente se, () estd ‘ ‘

a esquerda de P. Q P

(IS

Além dessas propriedades temos também que:

=  Dados dois pontos P,Q da reta, ocorre uma e apenas uma das trés alternativas:

e P e (Q coincidem e P estd a direita de Q) o P estd a esquerda de ().

A reta munida de uma orientacdo é dita reta orientada.

Fixemos agora uma reta orientada (dita, simplesmente, reta), um ponto O sobre ela (cha-
mado de origem) e um segmento de reta u (chamado de unidade de comprimento), como
mostrados na figura a seguir. Com esses ingredientes a reta é dita reta real ou eixo real.

0]

reta orientada

U
—

unidade de comprimento

Com esses trés objetos e algumas construcdes geométricas vamos localizar na reta os inteiros,
os racionais e ntimeros irracionais como /2 ,v/3, ... etc. Vamos também utilizar estimativas
para ter uma idéia da localizacdo de outros nimeros, racionais ou irracionais, na reta. No
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momento, apesar de n3o termos ainda uma idéia precisa sobre a representacao dos nimeros
reais como pontos da reta real, sabemos entender com clareza o diagrama a seguir.

—3,14...= —7 u u u u T = 3,14
A e — A~
f f f f f J f f f ; f f
-5 —4 -3 —2‘[ -1 0 1 T 2 T 3 4 5 6
T 3 Is 5,7
L o V3 '3 :

| A esquerda de 0 estdo os reais negativos |

| A direita de 0 estdo os reats positivos |

O ndmero real zero n3o é positivo, nem negativo.

Parece magia, mas a escolha da orientacdo, da unidade u e da origem O determinam
na reta, de forma precisa, a posicdo de cada um dos nldmeros reais, racionais e irracionais.
Além disso, a cada ponto da reta corresponde um e apenas um nimero real. lIsso significa
que nuimeros reais e pontos da reta estdo em bijecdo. No entanto, registre-se, transformar
essa magia em realidade matemdtica é algo nada elementar. Nesse sentido, a reta munida de
orientacdo, origem e unidade de comprimento é uma fotografia do conjunto dos niimeros reais.

Cada nimero real é entendido como a coordenada do ponto da reta que o representa.

Uma propriedade importante, dita propriedade arquimediana, dos nliimeros reais é a seguinte:

na reta sempre existe um numero inteiro a direita de um numero real dado.

Repare, no diagrama acima, que 2 e —2 estdo equidistantes da origem, isto é, estdo a
uma mesma distancia da origem. Essa distancia vale 2. Lembre-se que distancia é sempre
positiva ou nula.

Assim como 2 e —2, os niumeros b e —b estdo equidistantes da origem O conforme
mostrado nos diagramas a seguir. Dizemos que b e —b sdo simétricos em relagcdo a origem.

Il
b 0 b b 0 b

quando b é positivo (—b é negativo) quando b é negativo (—b é positivo)

Alids, quanto vale a distancia de b a origem ¢

Atenc3do! N3o podemos dizer que vale b pois b pode ser negativo. Ndo podemos dizer que
vale —b pois —b pode ser negativo. No entanto, nossa intuicdo respondera :

i 3 distancia de /2 a origem vale V2 1= 3 distancia de —v/4 a origem vale 4

distancia = V2 distancia = /4
— —

— 4 0 V2 — ¥4 0 V2
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Para apresentarmos a nocdo de distancia entre niimeros reais, passemos antes as nocoes de
maior e menor, e sua relacio com direita e esquerda.

3 Direita e esquerda X maior e menor

Agora que ja identificamos nimeros reais com pontos da reta, podemos traduzir as nogoes de
direita e esquerda, como relacdes entre nimeros reais.

Dados a,b € R diremos:

a é menor do que b quando a esta w @ € maior do que b quando a estd
a esquerda de b e escrevemos a < b; a direita de b e escrevemos a > b.
a < b b < a

As relacoes de menor e maior s3o ditas relacdes de ordem entre os nimeros reais.
As propriedades de direita e esquerda, vistas anteriormente, tomam a seguinte forma:

= a<b e b<e = a<ec i a<b << b>a

= Dados a,b € R, ocorre uma e apenas uma das trés alternativas:
e a=2"b e a<b e a>b

Escrevemos a < b quando a < b ou a=b,e a>0b quando a > b ou a =>b e temos:

e a<b e b<c¢c — a<ec e a<lb <= b>a

Quando a < b e b < ¢ escrevemos a < b < ¢. Nesse caso dizemos que a e ¢ sdo
estimativas para b. Com significado andlogo, escrevemos: a < b < ¢ , a < b < ¢ ,
a<b<ec.

Note que:

e a<b e b<ec = a<c e a<b e bc = a<ec
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Podemos visualizar essas propriedades geometricamente. Isso é mostrado nas figuras a
seguir.

a=b < c

Nas trés representacbes geométricas mostradas anteriormente, o nimero ¢ estd sempre a
direita do ndmero a.
Também nos referimos a a <b, a<b, a>b e a>b como desigualdades.

Exemplos

Nos exemplos a seguir =,y e z representam ndmeros reais.

2<3 ; —-4<-3 ; 3<wm<d4 # De x < 2 segue que x < m pois 2 < 7.
1<v2<2 ; V3<2<+5. % Se £ >0 entdo = > —1 pois 0> —1.
3<3 ; 3<4. # Se 2x <5 e 5 <y entdo 2z <y.

De <3 e 3 <7 segue que x < 7. R rt+l<ze 2<V2 = z+4+1<V2.
r<\V2+y = V2+y>uw % Sex<yey<2entio x <2
Dez>y+1ey+1>m segue que = > . Fr<yey<—/2 = <2
Se <z ex<m entio z < . % 22<3 <« 3>:2

Atencao!

Volte a pagina 13 da Licdo 1 para melhor entender o que vamos explicar agora.

A afirmacdo 3 < 3 significa: A afirmacdo 3 < 4 significa:
3 é menor do que 3 ou 3 éigual a 3. 3 é menor do que 4 ou 3 éigual a 4.
S— ~~ ———
P q P q
A afirmagdo p é falsa (3 < 3) e a afirmacio A afirmacdo p é verdadeira (3 < 4) e a
q é verdadeira (3 = 3). Portanto a afirma- afirmagdo ¢ ¢ falsa (3 = 4). Portanto a

¢do (pou g ) acima é verdadeira. afirmacdo (p ou ¢) acima é verdadeira.

Para finalizar esta secdo recolocamos a propriedade arquimediana dos niimeros reais:

dado b € R existe n € Z tal que n > b.
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4 Mdadulo

A distancia de um nimero real b a origem é denotada por |b| e vale:

b quando b >0
|b] :=<¢ 0 quando b=0
—b quando b < 0.

Dizemos que |b| é o mddulo ou wvalor absoluto do ndmero real b. Entendemos também
que |b| mede o comprimento do segmento de reta de 0 a b quando b # 0. Note na defini¢do
acima que |b| é sempre positivo, a menos que b seja nulo.

Exemplos
A . 2 2
Distancia de 2 a origem = |2 = 2; #% Distancia de 2 a origem = lg‘ =3
Distancia de v/2 a origem = [V2| = V/2; s Distancia de —4 aorigem = |—4| = —(—4) = 4;
7 7 7
Distancia de —% a origem = ‘ — g‘ = —(— 3) = 5

Da mesma forma como pensamos na distdncia de um nimero real a origem, podemos
imaginar o que deve ser a distancia entre dois niimeros reais. Por exemplo, muito provavelmente
nossa intuicdo dird:

iz A distdncia de 2,1 a 6 deve ser 6 —2,1; Al = 0 2l

—

= A distincia de —v/27 a 2,1 serd 2,1 ++/27; Y 0 21 6

ww A distancia de —7 a /3 vale V3 4+ 7; distancia i\/§+7’
1 A distdncia de —m a —2 vale 7 — 2. —r =9 0 V3
. C A . . .. distancia de a até b vale |b— a

Assim, a distancia entre dois pontos distintos da reta N
sera: numero maior - numero menor. Ou seja: : i

b—a quando b >a
Distancia de a até b:= 0 quando b=a
a—b quando a > b.

Comparando a definicdo acima com a definicdo de valor absoluto concluimos que a distancia
de a até b vale |b— al. Voltando aos exemplos de distancia entre dois pontos, dados acima,
temos:
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i A distancia de 2,1 até 6 vale |6 —2,1| = [3,9| = 3,9;

i A distdncia de —v/27 a 2,1 vale 2,1 — (—v/27)| = 2,1 + /27| = 2,1 +/27;

i A distancia de 27 3 —/3 vale |[(—V3) — 27| = | — 27 +V3)| =21 + V/3;

= A distdncia de —2m a —2 vale | -2 — (=27)| =|2r—2| =27 —2  pois 27 > 2.

i= A distdncia de 3 a —5,1 vale |—5,1—-3|=|—-8,1| =8,1.

Outra forma de apresentar |b| e |b— a| é a seguinte:

b = b quando b>0 . b—a| = b—a quando b > a
~ | —=b quando b<0 " la—0b quando a>b.

Entendemos que |b — a| mede o comprimento do segmento de reta de a até b quando

a#b.

4.1 Propriedades do médulo

Dentre as propriedades do mddulo de ndmeros reais, destacamos as seguintes:
1. |a] > 0. Além disso: |a]| =0 <= a=0;
2. la| =1b| <= a==Lb (quesignifica: a=b ou a=—b);

3. |laxbl=]la|l xb];

4. ‘%‘ = quando b # 0.

la]
0]

A primeira e a segunda propriedades podem ser Uteis na resolucdo de equacgoes elemen-
tares (veja exemplos a seguir) enquanto que as outras podem nos ajudar na simplificagdo de

expressoes.
Observe que da propriedade (3) segue que:

| =0 =|(—-1)xbl=]|—1| x|b|=|b] , paratodo beR.
Consegiientemente,
lb—a|=|—(a—b)|=]a—bl , paratodo a,becR.

A igualdade acima nos diz que a distdncia de a até b é igual a distdncia de b até a. Fato
este que, muito provavelmente, nossa intuicdo matematica ja havia detectado.

31



Licao 2 Secao 5: Intervalos da reta

Exemplos

Para z € R temos:
# x—-2=0 <= z-2=0 <<= z=2.

# |l—z|=22] <= 1l—-2=422 < l—-z=2r ou l—2x=-2r <= x=3: ou z=—L.
# 22+ 1| =22+1, pois 22 +1>0. # ||o|| =|z|, pois |z > 0.

r+1] |z4+1]  |z4+1]
V2 V2] V2

|lz| 2| 1 ’w—l e -1

X
ﬁ«H: = . _
3B 3 3 2+11 22+1

% 22 = 2| |z] = 2|z]. % ]

, pois 22+1>0.

5 Intervalos da reta

Sejam a, b € R com a < b. Intervalos da reta ou, simplesmente, intervalos sdo os subcon-
juntos da reta listados a seguir. Os nlimeros a e b sdo as extremidades dos intervalos.

’ Notacao ‘ Definicao ‘ Representacoes graficas
a b
[a,b] |{zeR;a<z<b} . ;
a N
a b
(a,b) | {zeR;a<z<b} , \
a b
a b
[a,b) | {z€R; a<z<b} ] \
a b
a b
(a,b] |{z€eR; a<z<b} , ]
a "

Esses intervalos sdo intervalos limitados de comprimento b — a. O intervalo’ (a,b) é um
intervalo aberto enquanto que [a,b] é um intervalo fechado.

!N3o confunda com o par ordenado (a,b) para o qual usamos a mesma notacio. E o contexto no qual
estamos falando desses dois objetos (par ordenado ou intervalo aberto) que permitird destinguir as notagdes.
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Licao 2 Secao 6: O plano cartesiano

’ Notacao ‘ Definicao ‘ Representacoes graficas
b
(—oo,b] | {xreR; 2 <b} :
b
b
(—o0,b) | {xreR; z<b} \
"b
a
[a,00) |[{xeR; z>a} ‘ .
a
a
(a,00) | {xeR; z>a} ,
\
[¢]

Os intervalos da (ltima tabela sdo intervalos ndo limitados. A reta também é entendida como
um intervalo n3o limitado. Nesse caso usamos a nota¢do (—oo,00) para representd-la.

Os simbolos? 0o e —oco n3o representam ndmeros reais. Por isso, quando descrevemos um
intervalo ndo limitado os simbolos co e —oco sempre aparecem acompanhados de um parénteses
e nunca de um colchete. Como vimos, nas definicdes de intervalos, a presenca de um colchete
na extremidade do intervalo indica que essa extremidade pertence ao intervalo. A presenca de
um parénteses indica que a extremidade nado pertence ao intervalo.

Da forma como definido, um intervalo pode ser vazio, por exemplo, o intervalo aberto
(0,0). Também pode se reduzir a um ponto, como por exemplo, o intervalo fechado [0,0].

Um intervalo é ndo degenerado quando contém mais de um ponto. Consegiientemente,
intervalos nao degenerados contém intervalos abertos nao vazios !!! Prove isso.

6 O plano cartesiano

Sabendo localizar pontos na reta R podemos localizar pontos no produto cartesiano R x R.
Para isso, fixemos em ambas as cépias de R uma mesma origem, uma mesma unidade de
comprimento e orientagdes como indicado na figura a seguir. Com esses ingredientes, R x R é
dito plano cartesiano. Sua representacdo grafica é mostrada na figura a seguir, onde marcamos
alguns pontos. O conjunto R x R também ¢é denotado por R%. Quando (a,b) € R? dizemos
que a é a sua abcissa e que b é a sua ordenada. O ponto (0,0) é dito origem de R2,

2Também ¢é usado o simbolo 400 no lugar de oo.
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Para n3o sobrecarregar a figura o ponto

(6,0) € R? ¢é representado apenas pelo

nimero 6 que é sua abcissa. Pela mesma (—8,9).
razio o ponto (0,4) € R? é representado 6.
pelo nimero 4 que é sua ordenada. Isso é
uma convencdo: regra geral, ponto que esta —15.
sobre o eixo das abcissas é representado ape- .
nas pelo valor da sua abcissa e o que estd (-15,-10) ‘
sobre o eixo das ordenadas é representado '
pelo valor da sua ordenada.

Exercicios resolvidos

. Quanto valem as distancias dos niimeros reais 3, —/5, —4,01 e 0 a origem?

Por definicdo de distdncia de um ndmero real a origem temos que:

e a distincia de 3 a origem vale |3| =3; e adisténcia de —4,01 a origem vale |—4,01| =
e adistancia de —v/5 a origem vale | — \/5| = 4,01;
V5, e a distdncia de 0 a origem vale |0| = 0.

. Se z,y,z € R, quais das afirmacGes a seguir sao verdadeiras ? Use as propriedades enunciadas
na secao 3 para justificar suas respostas.

() z<2 = x<3;

b) z<y e y<5 = =x<5;

(c) 1<z e z<y+2z = 1<y+z;

d z<-1 , —-1<z e z<y—-1 = z<y-—1;
e) z<y e y<b5 = x<4.

De z < 2 e 2 < 3 segue da propriedade transitiva ‘ ‘
que z < 3. Isso mostra que a afirmagdo do item (a) é r < 92 < 3
VERDADEIRA.

Nos itens (b) e (c) as afirmagbes sdo VERDADEIRAS. Elas sdo aplica¢des imediatas da propriedade de
transitividade da relagdo de menor e da relagdo de menor ou igual.

x<g}<5 1<:‘c§y—‘kz

A afirmacdo do item (d) também é VERDADEIRA. E a transitividade usada duas vézes. Vejamos:

e De t<—-1¢e —1<2z segueque z < z.

34



Licao 2: Exercicios resolvidos

e Poroutrolado,de <z e z<y—1 segueque =z <y—1,

como queriamos demonstrar. Para vizualizar a solugdo, vide o diagrama a seguir.

< -1 < 2< y—1

No dltimo item, de z <y e y < 5 podemos concluir que = < 5. No entanto, o exercicio pede uma
outra conclusdo. Vamos mostrar que a afirmacdo no item (e) é FALSA. Para isso, precisamos exibir
valores de z € R e de y € R satisfazendo as condi¢bes = < y e y < 5 mas ndo satisfazendo a
condicdo x < 4. Um tal exemplo pode ser: © =45 e y = 4,7. Assim, temos:

r=45<47=y e y=4,7<5 mas, noentanto, x =4,5 £ 4.

Um tal exemplo é dito um contra-ezemplo para a afirmacdo do item (e).

@ Pergunta-se: E se disséssemos, no item (e), que x e y s3o ndmeros inteiros ? Nessa nova condi¢do
a afirmacdo do item (e) seria FALSA?

@ Atencdo: Note que escrevemos um pouco acima 4,5 £ 4 para indicar que a afirmacdo “4,5 € menor
ou igual a 4" é falsa. Ou seja, 4,5 £4 <= 4,5 > 4. Aproveitando a oportunidade,
pergunta-se: qual é a negacdo da afirmacdo “a < b ", ou seja, como escrever a afirmacdo
“a ndo é menor do que b" em termos das desigualdades que estudamos? Vejamos: se a
ndo é menor do que b ent3o nos restam duas alternativas: a > b ou a = b. Portanto:
atdb <= a>b.

. Calcule:
(@) [2 — = (b) |2 — 3,01] () | —1,1-3,2|
(d) | — 0,3 4+ 2,1| (e) V3 —Vv24+1| f |1 ++v2 - V3.

Temos que:

(a) 12—7|=7—2; pois 7> 2 () |-1,1-32|=|—-4,3=4,3;
(b) |2—3,01| =3,01 —2=1,01; (d) |-03+21=21-03=18;
(&) [V3-V2+1=v3-v2+1 pois V3>V2;
(f) M+v2-V3=1+v2-V3 pois 1+v2> V3.

. Calcule a distancia entre os nimeros dados e represente graficamente essa distancia.

(a) v20 e 7,4 (b) —m el (c) 0,7 e —1,2 (d) —2,3 e —4,7.

Facamos os calculos:

(a) A distancia de v/20 a 7,4 é dada por: .

. distdncia =1+ distancia = 7,4 — /20
[v20 — 7,4| = 7,4 —+/20, pois 7,4 > /20. ’
|(b_) WA_dis‘tin?j_(jf —m a 1 vale: — — o =
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(c) A distancia de 0,7 a —1,2 é dada por:

distancia = 2,4 distancia = 1,9
|077 - (_172)‘ = ‘077"" 172| = 179 ’ ’
—_——~ —
(d) A disténcia de —2,3 a —4,7 é dada por: 1 1 1 1 1
| =23 (—4,7)| = [4,7— 2,3 =4,7—-23 =24 —47 —23 12 0 07
. Determine as solucoes reais das equacoes:
(@) |z+1=0 (b) 22— 3] =0 (c)|wm—x| =0 (d) |3 —z2| =0.

Da propriedade (1) do médulo, segue que:

@jz+1=0 = =zz+1=0 <= z=-1.

(b) 22—-3]=0 <= 22-3=0 <= z=3/2

Qr—2|=0 <= 7r1—-2=0 <<= z=m.

(d)3-22=0 <= 3-22=0 <= 2°=3 <+ z==+3.

. Quais sdo os numeros reais cuja distancia a origem vale 2?7 Dito de outra forma, resolva a
equacgdo |x| = 2.

Os pontos da reta cuja distancia a origem vale distancia a origem = 2
2 s3o os pontos 2 e —2. Ou seja, _2; ; ;
——0 2
|l’| =2 < r==2. distancia a origem = 2
. Resolva as equacoes, sabendo que = € R:
(@) z+1]=2 (b) |2 + 3| =14 (o) |m—=x| =1
(d) |3 —2*| =2 (e) [2 — 3z| = || (f) |z + 2] = |2z — 1].

Usando a propriedade (2) do médulo, obtemos:

@) |lz+1=2 < |z+1=2] < z+1=42 < z=-142
<— =1 ou z=-3.

(b) 2z +3|=4(=H4|) <= 2r+3=44 << 2u=-3+4 < x=3 ou z=—1.

N

Qr—2=1(=]1]) <= nm-z=41 <— rFl=z < z=7-1ou z=m+1.
(d)3-2%=2 +—= 3-22=42 <= 22=3F2 <= 22=1 ou 22=5.
Portanto: [3—2%=2 <= 2€{l,-1,V5,-V5}.

() 2—3z|=|z|] <= 2-3x=42 <= 2=3x+zr <= 4dx=2 ou 2z=2.
Logo: [2—3z|=|z|] <= 2=1/2 ou z=1.

f)lz+2/=22-1 <= z+2=4+22-1) <= z+2=2x-1o0u z+2=-2z+1.

Conseqiientemente z =3 ou = —1/3.
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. Dé uma equacao cujas solucdes sao os pontos da reta cuja distancia a 2 vale 5. Resolva tal

equacao.

Seja x um tal ponto. Sua distdncia a 2 vale |z — 2| conseqiientemente, uma equacdo que
descreve os pontos em questdo é |z — 2| = 5. Para resolver tal equagcdo, usamos a propriedade (2) do
mddulo e obtemos:

[t —2|=5=(]5]) < x—-2=45 <<= =245 <<= =7 ou z=-3.

Assim, as solu¢des da equagao sdo —3 e 7.

triplo da distancia a 8. Resolva tal equacao.
Seja  um tal ponto. Temos que:

e A distancia de x ao ponto —2 vale: |z — (=2)| = |z + 2|;

e A distancia de x ao ponto 8 vale: |z —§].
Logo, a equagio |x + 2| = 3|z — 8| descreve os pontos em questdo. Resolvendo-a, temos:

lt+2|=3lz—8] <= |z+2|=3x—24] <= 2x+4+2==+(3xz—24)
— z+4+2=3x—-24 ou x+2=—(3z—24)
— 2r=26 ou x+2=24—-3x
< x=13 ou 4x =22
< =13 ou z=11/2.

Assim, as solucBes da equagdo em estudo sdo 13 e 11/2.

. Dé uma equacao que tem como solugdes apenas os pontos da reta cuja distanciaa —2 é o

Dé uma equacao que tenha como solugdes reais apenas os niimeros reais cuja distancia ao seu

quadrado vale 20.

Denotemos por z um tal ndmero. A distancia de = ao seu quadrado z? vale |z —x
Conseqiientemente os ndmeros procurados s3o, exatamente, as solucdes da equagdo |z — 2| = 20.

2|.

Determine uma inequacao que tenha como solucdes reais apenas os pontos da reta com a
seguinte propriedade: a distancia do ponto ao dobro do seu quadrado é maior do que a distancia

desse ponto a origem.

Denotemos por y um tal ponto. Temos que:

e o dobro do quadrado de y vale 2y2;
e a distancia de y ao dobro do seu quadrado vale |y — 2y?|;

e a distdncia de y a origem vale |y|.
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Conseqlientemente, se a distancia de y ao dobro do seu quadrado deve ser maior do que a distancia de
y a origem, ent3o devemos ter

ly—2y% > ly| .

Sejam =z, y € R. Quais das afirmacoes a seguir sdo verdadeiras ? Justifique suas respostas.
(@) |z|l=2 = =z=2;
(b) >y = |z|>yl;
(¢) <0 = |z|+z=0.
Vamos usar as propriedades do médulo e das desigualdades estudadas nesta Lic3o.

(a) A afirmagdo é FALSA, pois x pode ser igual a —2. Isto é, de |x| = 2 n3o podemos concluir que
x =2, ou seja, de |z| =2 ndo segue como consequéncia que = = 2.

(b) Essa afirmagdo é FALSA, pois 0 > —1 mas, no entanto, |0| ndo é maior do que | — 1| =1.
(c) De x < 0 segue que |z| = —x . Conseqiientemente |z|+x = 0. Logo, a afirmac¢do é VERDADEIRA.

Mostre que |b|2 = b2 = |b?| para todo b real.

Sabemos que b% > 0 para todo b € R. Conseqiientemente,

|b%| = b2. Agora, usando a terceira propriedade do médulo obtemos:
b2 = |b%| = |b x b| = |b| x |b] = |b|? para todo b€ R,
demonstrando assim, o que pretendiamos.

|b%] = |b]* = b

Sejam a e b nameros reais distintos. Determine o ponto médio desses dois pontos.

Seja A esse ponto médio. O que caracteriza A é o fato dele estar a uma mesma distancia
de a ede b. Logo, ele é solugao da equacao:

A—al|=A-b <= A—a=x(A-b) <<= A—a=A—-b ou A—a=-A+b
< a=0b ou 22 =a+b.

Como a # b resta entdo A\ = (a+b)/2 como solugdo
da equacdo inicial. Portanto, o ponto médio A definido ‘ ‘
. . - a atb b
por a e b é A= (a+0b)/2. Ou seja, o ponto médio 2
é a média aritmética dos nimeros a,b.

Represente graficamente os intervalos listados abaixo e verifique se os nimeros 3 , 7w, V2,
3/2, —11/7 pertencem a tais intervalos.

(a) (_1 a3] (b) (13 277) (C) (27 00) .

Graficamente, temos:
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(a) (b) / (c)
—1 3 L 21 2

N

Para completar a solucdo afirmamos que:

(@)3e(-1,3] ; wm¢(-1,3] ; V2e€(-1,3] ; 3/2¢(-1,3] ; —11/7¢(-1,3].
(b)y3e(1,2n) ; wme(l,2n) ; V2e(1,2m) ; 3/2¢€(1,2m) ; —11/7¢ (1,2n).
(€)3€(2,00) ; wE(2,00) ; V2¢(2,00) ; 3/2¢(2,00) ; —11/7¢(2,00).

Determine os nimeros reais x, y, z indicados pelas setas dos diagramas a seguir.

0 1 86 87 88
‘\1\‘\\\‘\\\i ‘\\\\‘\\\\i\\\\i

Ty T 2

Nos diagramas acima os intervalos foram divididos em partes iguais.

No primeiro diagrama o intervalo [0,1] foi dividido em 4 partes iguais. Idem para os
outros intervalos nessa figura. Assim, cada subintervalo mede i. Consequentemente:

3 1 1

L 5 ! 1+ -+
= — M z = — - =
’ 4 4

U S S N R
y= 4° 474" gt 1

No segundo diagrama, o intervalo [8,6,8,7] (cujo comprimento é 0,1) foi dividido em 5 partes iguais.
Idem para [8,5,8,6] e [8,7,8,8]. Portanto, cada subintervalo tem comprimento igual a 05’)1 = 0,02.

Concluimos ent3o que:

y=85+2x0,02=854 ; r=86+3x002=286+0,06=866 ; z»=88—002=S8,78.

Faca estimativas para os nimeros x, y, z indicados pelas setas dos diagramas a seguir.

0 1 86 87 88
‘\\\‘\\\i\\\i i\\\\i\\\\i\\\\i

Ty T lz Ty T z

Nos diagramas acima os intervalos foram divididos em partes iguais.

Como no exercicio anterior, o intervalo [0,1] foi dividido em 4 partes iguais. Cada
subintervalo mede %. Conseqgiientemente podemos estabelecer as seguintes estimativas:

3 1+1< < 1 1 2 L 3 1 1< <1 0 1+1< <1+2 3
—_——_— = — —_ —_—_,———_ = —— = —— : —_ = —_— €T : —_ = —_ z e
1 15971 1- 2 71 1 T 1 172
Ou seja,

—§< <—1 ; §<9c<1 ; §<z<§

1°Y="3 ' 1 Ty 2"

Novamente, como vimos no exercicio anterior, o intervalo [8,6,8,7] foi dividido em 5 partes iguais.
Assim, cada subintervalo tem comprimento 051 = 0,02.
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Podemos ent3o concluir as seguintes estimativas para x,y, z:

854=85+2x002 < y < 85+3x0,02=3856
864=86+2x002 < z < 86+3x0,02=8,66
876 =87+3x002 < z < 88—0,02=8,78.

@ Nota: Quando apresentamos uma estimativa do tipo a < x < b para x, estamos afirmando que
x € (a,b). No exercicio acima, concluimos que x € (8,64,8,66), que y € (8,54,8,56) e que
z € (8,76,8,78).

Escreva os conjuntos a seguir como uma uniao de intervalos disjuntos. Faca isso de tal maneira
que os intervalos tenham o maior comprimento possivel.

(a) (=1,3]N[0,n) (b) (1, 27] — [Z,5) (c)(—l,oo)—{—2,0,\/5}.
Graficamente temos as seguintes situagdes.
(2) 0 T (b) /2 5 (c) -2 0 V5
L ) L A} I | !
L ] L U ' ' '
L 1 ] L
\ 1 \ 1 \
-1 3 1 27 -1

Com essas representacdes graficas, fica facil escrever os conjuntos como unido de intervalos possuindo o
maior comprimento possivel. Assim, temos:

(-1,3]n[0,7)=[0,3] ; (1,2r]—[n/2,5)=(1,7/2)U[b,2r] e
(-1,00) = {-2,0,v/5} =(-1,00U(0,v5) U (V5,0).

Sabendo que b € (—v/5,—1] determine o menor® intervalo da reta que contém |b|. Faca
uma figura que represente claramente sua solucao.

O médulo de um numero real é a distancia

desse numero a origem. A distdncia de qualquer ponto menor distancia
b do intervalo (—v/5,—1] a origem é maior ou igual VB p o -1 2 ongem

a distancia de —1 a origem, pois —1 € (—v/5,—1], e ¢ ] 5
é menor do que a distancia de —/5 a origem, ja que —

—/5 ¢ (=5, —1]. Consegiientemente concluimos que ma'”ad;if;“.ff

1 < |b] < /5, ou seja, o menor intervalo procurado é o
intervalo [1,v/5).

Sabendoque a € [—7,1] e b€ (3,5] faca uma estimativa para |a — b|. Faca uma figura
que represente sua solucao de forma clara.

3Sem fugir da nossa intuicio, dizemos que um conjunto A é menor que um conjunto B quando A G B.
Dito de outra forma: um conjunto B é maior que um conjunto A quando B 2 A.
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21.

22.

23.

24.

Licao 2: Exercicios resolvidos

Facamos a representacdo grafica dos intervalos

em questao, como mostrado na figura ao lado. Sabemos distancia minima

que |a — b| é a disténcia de a até b. A disténcia entre —my a ™ b 5
a e b é sempre maior do que a distdncia de 3 a 1, : 1 3' !
pois, 3 ¢ (3,5], e é menor ou igual que a distancia distancia méxima

de 5 a —m pois —m € [—7w,1] e 5 € (3,5]. Logo,
2<b—al<5+m.

Para cada par a ,b de niumeros reais nao nulos, forme o nimero ﬁ + I%I

podem ser assim formados ?

+ IZ—ZI. Quais nimeros

Para saber o valor da expressdo basta conhecer os sinais de a e de b. Temos as seguintes
possibilidades:

e Ambos s3o positivos:

nesse caso o valor da expressdo serd 3 (=1+1+1);
e Um é positivo e o outro é negativo:

nesse caso o valor da expressdo serd —1 (=—1+1—1 ou =1-1-1);
e Ambos s3o negativos:

nesse caso o valor da expressdo serd —1 (= —-1—1+1).

Portanto, os valores assumidos pela expressao sao: 3 e —1.

Sejam a,b ndmeros reais. Sabendo que |a —2| =b e a < 2 pergunta-se: quanto vale
a—>b?

Como a < 2 temos que |a —2| = —(a—2) =2 —a. Logo, 2—a =b e concluimos que
a=2—bousejaa—b=(2—b)—b=2—2b. Portanto, a —b=2—2b.

Para quais valores ndo nulos de = € R teremos que |z — |z||/x é um inteiro negativo ?

Para que |z — |z||/z seja negativo devemos ter 2 < 0 e nesse caso:

o= fol| _Jotal _ 202 _2(-a) _
x X X X

Portanto, a expressio em estudo assume um valor negativo quando, e somente quando, = < 0 e nesse
caso, o valor da expressao serda —2.

—2.

Quanto vale ‘x — |e— 1|‘ quando x € (—o00,0]7?
Para <0 temos que z — |z — 1| < 0. Logo,

’a:—|a:—1\‘:—(z—|m—1|)=—x+|x—1|:—a:—(a:—l):—x—a:+1:1—2x.
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Licao 2: Exercicios resolvidos

25. Seja £ um numero real. Mostre que:

26.

27.

@r>2 = z>2;

b) < = x<m.

Ja abordamos esta questdao no capitulo anterior. Aqui vamos retomda-la usando os novos
conceitos que aprendemos nesta licio.

(a) De = > 2 segue que = € (2,00). Consequentemente, = € [2,00), pois (2,00) C [2,00).
Portanto, z > 2.

(b) De =z < 7 segue que = € (—oo,w). Consequentemente, z € (—oo,m], pois (—oo,7) C
(—oo,m]. Portanto, x < .

Para cada numero real x defina

1—=x quando = > 2
<xT>:=
2+ |z| quando z < 2.

(a) Calcule < —2>, <2> e <5>;
(b) Pergunta-se: < 4x >=4 < x > paratodo z € R?

(a) Da defini¢do de < x > segue que:

e < —2>=2+4|-2|=4 pois -2 < 2;
e <2>=1—-2=-—1 pois 2> 2;
e <5>=1—-5=—4 pois 5> 2.

(b) A resposta a essa pergunta é n3o, pois para x = 1 temos que:

e <dr>=<4x1>=<4>=1—-4= -3 pois 4> 2;
e mas, noentanto, 4 <ax>=4<1>=4x(2+]1]) =12.

Esboce no plano cartesiano os conjuntos

(a) {1} x [0,1] (b) {—2} x[1,2) (c) (=2,-1) x {-1}
(d)[1,3]><[1,2] (e) (_21_1)X(_172)'

Observe que o ponto (—2,2) ndo faz parte do conjunto {—2} x[1,2) pois —2 ¢ [1,2).
Além disso, os pontos (—2,—1) e (—1,—1) n3o fazem parte do conjunto (—2,—1) x {—1} pois —2
e —1 n3o pertencem ao intervalo (—2,—1).
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Licao 2: Exercicios resolvidos

{_2} X [1 ’ 2)

{130, 1]

(-2, -1)x{-1}

R
(-2,-1) x (-1,2) [1,3]><[1,2}
N
.
72% —%l 1 3 R

-4

Note que do conjunto [1,3] x [1,2] fazem parte os pontos do retdngulo desenhado em linha continua
e todos os pontos em seu interior. Do conjunto (—2,—1) x (—1,2) fazem parte apenas os pontos
interiores ao retangulo desenhado em linha tracejada. Os pontos sobre esse retdngulo n3o fazem parte
do conjunto (—2,-1) x (—1,2).
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. Quais das fragdes a seguir estdo na forma irre-
dutivel?

(a) 15/28

(c) —675/968

(b) 90/147
(d) 10.332/495.398 .

. Calcule a distancia a origem dos seguintes nume-
ros reais:

(a) 3 (b) V3 —-2,1
(VI V3 (d) —4,2
(e) —v/5 (f)2—m.

. Sejam z,y,z € R. Quais das afirmagdes a se-
guir sdo verdadeiras?

Q<2 = x<2;
b)z<l = x<0,99;
(z<-2 = z<-19;
dli<zezx<y—2 = 1<y-—2;
(e)3<zrexz<2y = 3<2.

. Calcule:
(a) |2_2a01‘ (b) |1v1_\/§|
(c) V32 (@) = V5+1]
(e) |572 - 671| (f) 3 5l

. Calcule a distancia entre os niimeros dados.
(a) 2 e 34 (b) m e V2
(c) —2e 34 (d) -7 e —V2
(e) =2 e =34 (f)vV2 e —V3.

. Resolva em R as seguintes equagdes:
(@) 2z —1|=0 (b) [4—2%=0
() 3Bz+7=0 (d) [pz? +1| =0
(e) [m—2y|=0 (f) 13z + 1| =0.

. D& uma equagdo cujas solu¢es sdo os pontos
da reta que sdo iguais ao seu préprio quadrado.
Resolva tal equacao.

. D& uma equacdo que tem como solugdes apenas
os pontos da reta cuja distancia ao dobro do seu
quadrado vale 5.

. Resolva as seguintes equacgoes, onde z € R:

10.

11.

12.

13.

14.

(a) [22 — 1] = [«],

(b) |4 — 2| = 6;

(c) |83z + 7| = |22 — 1],
(d) |2z — 1|+ |1 —3z| =0.

Quais das afirmacdes a seguir sdo falsas?

(a) x < |x| para todo z € R;

(b) x > —|x| paratodo z € R;
(c) x > x —2 para todo z € R;
(d) 2+ 7 <z paratodo z € R.

Sejam z,y € R. Quais das afirmacles a seguir
sdo verdadeiras ?

(@) = +y| = |=[ + [yl

(b) [22] = z[2[;
() [z —yl = |=| - |y];
(d) |z + 2] = |z| + 2.

Represente graficamente os intervalos a seguir e
verifique se os nimeros 2, 7, %, —+/5 perten-
cem a tais intervalos.

(a) (=2,4)  (b) [1,5]
(€ [=3,3)  (d) (-o0

Determine os nimeros reais x,y,z indicados
pelas setas dos diagramas a seguir.

2],

0 1
| | | |
‘HHHH\‘H\HHH‘HHHH\‘
Y T z

Os intervalos que foram subdivididos o foram em
partes iguais.

Em cada diagrama a seguir, fagca estimativas para
os nimeros reais =,y ,z indicados pelas setas.

0 3
iHHHWHiH\HHHiHHHH\i
x 4

21 23 25
i T T T i T T T i T T T i

Ty . 2

Os intervalos que foram subdivididos o foram em
partes iguais.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Licao 2: Exercicios

Determine os nimeros reais x,y,z indicados
pelas setas dos diagramas a seguir. D& a res-
posta na forma de uma fracdo irredutivel.
R S ‘
‘H\\\HH‘HH\HH‘HHHH\‘
Yy x z
—25 —24 —23
‘ +{y\ T ‘ T /\rx\ ‘ T T \Z‘
Os intervalos que foram subdivididos o foram em
partes iguais.
Em cada diagrama a seguir, faga estimativas para
0s numeros reais x,y,z indicados pelas setas.
Dé a resposta na forma de fracSes irredutiveis.
=2 1 ‘
‘H\\\HH‘HH\HH‘HHHH\‘
Y T z
-1,1 -1 -09
‘ \y\ T ‘ T ‘-TC;: ‘ T T \T;
Os intervalos que foram subdivididos o foram em
partes iguais.
Escreva os conjuntos a seguir como uma uniao
de intervalos disjuntos. Faca isso de tal forma
que os intervalos tenham o maior comprimento
possn’vel.
(a) (=2,3)N[v2,4];
(b) (1,4 U(2,5];
(c) (2,V5]— {2 3.V5};
(d){( 2,3)uU 8}0 2,6].
Esboce os conjuntos:
(a) [0,1] x [0,1];
(b) (0,1) x(0,1);
(c) [0,1) x[0,1);
(d) [0,1) > (0,1].
Sejam a,b € R tais que a < b. Esboce os con-
juntos:
(1) [a,b] x {1};
(2) (a,b) x{1};
(3) [a,b) x {1};
(4) (a,b] x{1}.
Sejam a,b € R tais que a < b. Esboce os con-

juntos:

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.
28.

29.

30.

31.

32.

Sejam a,b,c € R tais que a < b. Esboce os
conjuntos:
(a,b);

(1) (a,b) x

(2) [a,0) x [a,b);
(3) [a,b) x (a,b];
(4) {c} x (a.b].

Dé uma equacdo cujas solugdes sejam os pontos
da reta cuja distancia do seu quadrado a unidade,
vale 5. Resolva essa equacio.

Determine os pontos da reta cujo cubo de sua
distancia a origem vale 8.

D& uma inequagao cujas solugdes sdo os pontos
da reta cuja distancia a 2 é menor que /3.

Dé uma inequagdo cujas solugdes sdo os pontos
da reta cuja distancia a ™ é menor que o dobro
de sua distancia a 5.

Dé uma inequagdo cujas solugdes sdo os pontos
da reta cuja distancia a v/2 é maior ou igual ao
quadrado de sua distancia a 5.

ST de t<T w9

Qual é a negacdo de e de

Seja b € R. Resolva a equacdo |z| = b e
diga quantas s3o suas solugdes, caso tais solugdes
existam.

Seja b € R. Resolvaem R aequagdo |z| = b% e
diga quantas sdo suas solug¢des, caso tais solugcoes
existam.

Seja b € R. Resolva em R a equagdo |z| =
|b| + 1 e diga quantas sdo suas solu¢des, caso
tais solugdes existam.

Seja b € R. Resolvaem R aequagdo |bzx| =1 e
diga quantas s3o suas solug¢des, caso tais solu¢coes
existam.

Seja b € R. Resolvaem R aequagdo |bz| =b e
diga quantas s3o suas solugdes, caso tais solu¢des
existam.
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33.

34.

35.

36.

37.

Licao 2: Exercicios

Sejam m,n € Z*. Sabendo que m/n ¢ irre-
dutivel podemos concluir que n/m também é
irredutivel 7

Sejam a,b,c nimeros reais. Resolva em R a
equacdo |ax + b| = |c|. Diga quantas solu¢des
tal equagao possui.

Dado a € R pergunta-se: os conjuntos {a,—a}
e {a,—a,la|,—|a|} sdo iguais ou distintos?

Determine uma equagdo que tenha como
solugbes somente os pontos da reta cujo cubo
da distancia ao ponto —2 vale 8.

Sejam [ e J intervalos da reta. Pergunta-se:
IUJ; INnJ; I—J saointervalos da reta?

38.

39.

40.

41.

42,

Determine os pontos da reta cuja distancia ao
ponto 2 é o triplo da distdncia ao ponto 8.

Dé uma equacgdo que descreva os pontos da reta
equidistantes dos pontos 1 e m. Resolva tal
equacgdo.

Mostre que todo intervalo da reta que é n3o de-
generado contém um intervalo aberto n3o vazio.

Quanto vale a expressdo ‘1 -1+ x|‘ quando
x € (—o0,—2]7

Para cada terna a,b, ¢ de niimeros reais n3o nu-
los, forme o niimero % + 2 + < + 2% Quais

s o T 761 + 7o + Jager Q
nimeros podem ser assim formados ?
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Operacoes

Iniciamos essa licdo relembrando duas opera¢des elementares sobre o conjunto dos nimeros
reais. S3o elas:

Adicao: a+b Multiplicacao: a X b ou ab ou a-b

cujas notac¢des usuais estdo acima indicadas. Na préxima licdo vamos relembrar as propriedades
dessas operacbes. Agora, vamos nos ocupar da interpretacio geométrica da soma e iniciar o
estudo de simetrias.

1 Interpretando geometricamente a soma

Temos uma maneira bastante geométrica de interpretar a soma de dois nimeros reais a,b
quaisquer, a saber:

a+ b € obtido transladando a de b.

Representacao geométrica da adicao

Tal translagao, 0 _b>0 b

| |
a a+b

1= serd a direita quando b for positivo;

b b<o 0
e

1= serd a esquerda quando b for negativo; ; ;
a+b a

1 serd dita translagdo nula quando b =0.




Licao 3 Secao 1: Interpretando geometricamente a soma

Exemplos

#% Geometricamente, o niimero real 5 (=3+2) é
obtido transladando 3 de 2 como mostrado na U
figura a direita. 0 2 3 5

# Geometricamente, \/3—3 é obtido transladando ~ # O intervalo [—~1 4 7, 7) é obtido transladando

V3 de —3, pois \/573:\/§+(73). o intervalo [—1,0) de 7.
-3 0 Translagdo por 7
Eo ‘
‘ ‘ ‘ ‘ ; [ ) [ )
-3 T 0 T 3 [ 7 T 7
-1 0 -1+
\/g ) v ™
vV3—3 Translagdo por 7

Sabemos, por exemplo, que f% € [-1,0). Conseqiientemente, f% +re[-1+7,m).

Também temos uma interpretacdo geométrica para o produto de dois ndimeros reais. Vocé
encontra essa interpretagdo em [7].

Dado um conjunto A C R chamamos de transladado de A por b € R ao conjunto obtido
transladando-se de b todos os elementos de A.

Também podemos levar ao plano cartesiano esses conceitos:

i O par ordenado (a+ A,b) é obtido transladando-se a primeira coordenada do par orde-
nado (a,b) de \.

Também dizemos:

(a+ X,b) é obtido transladando-se horizontalmente (a,b) de .

w O par ordenado (a,b+ \) é obtido transladando-se a segunda coordenada do par orde-
nado (a,b) de \.

Também dizemos:

(a,b+ \) é obtido transladando-se verticalmente (a,b) de .

Nos quadros a seguir mostramos os transladados de alguns pares ordenados.

(13) (33) (1,3) (-1,3) | (1,3) (3,3)
. -2 '\ +2
: (=3,2) ~ (=3,2) + ~
: : + Tl F
(=3,1)  (-1.1) : : I (2,1) +2 (2,1)
T2 : : 2 1,1 ® 11
: : + (1,1) . 2 (1,1) ‘
. | N
. s J, (=1,-1) 43
(-1-1) | +4 (3,-1) (=3,-1) (2,-1) (=3,-1) (2,-1)

48



Licao 3 Secao 1: Interpretando geometricamente a soma

e No primeiro quadro temos:

% (3,—1) é obtido transladando-se horizontalmente (—1,—1) de +4;
# (—1,1) é obtido transladando-se horizontalmente (—3,1) de +2;
# (1,3) é obtido transladando-se horizontalmente (3,3) de —2.

e No segundo quadro:

% (—3,2) é obtido transladando-se verticalmente (—3,—1) de +3;
% (1,3) é obtido transladando-se verticalmente (1,1) de +2;
% (2,—1) é obtido transladando-se verticalmente (2,1) de —2.

e No terceiro quadro fazemos translacdes verticais, seguidas de translagcdes horizontais.

Dados (z,y) € R? e a,b € R temos que: (x+a,y+b) é obtido de (x,y) por uma
translagdo vertical de b (figura abaixo, a esquerda), seguida de uma translagdo horizontal de a
(figura abaixo, a esquerda); ou entdo, (x +a,y+b) é obtido de (x,y) por uma translagdo

horizontal de a (figura abaixo, a direita), seguida de uma translagdo vertical de b (figura
abaixo, a direita).

(x,y+b) (z+a,y+b) (z+a,y+b)

(z,y) (z,y) (z+a,y)

Repare que nas figuras acima os pardmetros a e b foram tomados positivos.

Se podemos transladar pontos do plano cartesiano, também podemos transladar subconjun-
tos do plano, como fizemos na reta. Transladar A C R? horizontalmente de a € R significa
transladar horizontalmente de a todos os pontos do conjunto A. Analogamente, transladar A
verticalmente de b significa transladar verticalmente de b todos os elementos de A.

Nas figuras a seguir transladamos alguns conjuntos horizontalmente e verticalmente.

P2 379 T2
| ol e |« .
| 3 25 +2 +
b | ® 1p-mimie
P2 | : + ! ?

1 I
1 [ N
7777777777 -3

(=3,-1)

2
+3

As bolas mais escuras foram obtidas transladando as bolas mais claras. No primeiro quadro
temos translagdes horizontais e no segundo exibimos translagcoes verticais. No terceiro quadro
repetimos as translacdes verticais do segundo e fazemos, em seguida, translacbes horizontais.
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Licao 3 Secao 2: Simetrias

2 Simetrias

Vamos agora desenvolver o conceito de simetria numa de suas formas mais elementares e
geométrica.

2.1 Simetria na reta

Na secdo 3 da Licao 2 falamos em eqiiidistancia e em simetria de pontos em relacdo a origem
da reta orientada: dissemos que a e —a estdo eqlidistantes da origem, dissemos que eles sdo
simétricos em relacdo a essa origem.

Dados a,b € R dizemos que b —a e b+ a sdo simétricos em relacdo a b: eles foram
obtidos transladando b de a e de —a respectivamente. O ponto b é o centro de simetria.
Em resumo, dizemos que b 4+ a sdo simétricos em relacdo a b. Dizemos também que b — a
(resp. b+a) é o simétrico de b+a (resp. b—a) em relagdo a b. Também dizemos que b—a
(resp. b+ a) é o refletido de b+ a (resp. b—a) em relagdo a b.

Volte ao exercicio 14 da pagina 38 e repare que b+a e b—a tém b como seu ponto médio
pois

(b+a)+(b—a) 2b

= —=0.
2 2
Para a > 0: Para a < 0:
—a a _
— X —— AN
b—a b b+ a b+ a b b—a

Também segue da definicdo acima que b—a e b+a estdo eqliidistantes de b. Essa distancia
vale, como visto:

[(b+a) = b| = [a] = |(b—a) -]

Por outro lado, a distancia entre b+a e b — a vale:
b+a—(b—a)l=[b+a—b+a|l=|2a| = 2|l

0 que ja era de se esperar, depois de feito o cdlculo anterior.

Exemplo

Os pontos m—1 e m+ 1 sdo simétricos em relagdo a 7. O nimero
m é o centro dessa simetria. A distdnciade m —1 ede w4+ 1 ao 1 .
centro de simetria 7w vale 1. Além disso, transladando o intervalo ‘ ‘
[T —1,7] de 1 obtemos o intervalo [7,7+1].
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Dado um centro de simetria b e um ponto ¢ da reta, podemos determinar o simétrico (ou
refletido) de ¢ em relagdo a b. De fato, escrevendo

c=b+(c—b)

concluimos que o simétrico de ¢ em relagdoa b é b— (¢ —b). A figura a seguir mostra isso
no caso em que ¢ > b. Vocé pode fazer uma figura semelhante a essa quando ¢ < b.

—(c—b)
< ‘c—b

b—(c—wb) b r‘::b—i-(c—b)

Sejam dados A C R e b € R. O simétrico (ou refletido) de A em relagdo a b é o
subconjunto da reta formado pelos simétricos (ou refletidos) em relagdo a b, de todos os
pontos de A.

Dizemos que A C R tem simetria em relacdo a um ponto b € R quando A possui a
seguinte propriedade: o simétrico em relacdo a b de todo ponto de A, também pertence ao
conjunto A. No exemplo anterior, o intervalo [7 — 1,7+ 1] é simétrico em relagdoa 7. O
conjunto [—2,1)U(1,4] é simétrico em relacdo a 1. Faga uma figura que ilustre com clareza
esse (ltimo fato.

2.2 Simetrias no plano cartesiano

No plano cartesiano, vamos construir simetrias através de translacdes horizontais e verticais.

Para isso, primeiramente observe que o conjunto de todos os pontos do plano cartesiano
cuja abcissa vale a € a reta vertical que passa por (a,0). Dizemos que x = a é a sua equagdo
cartesiana.

Por sua vez, o conjunto de todos os pontos do plano cartesiano cuja ordenada vale b
constitui uma reta horizontal: é a reta horizontal que passa pelo ponto (0,b). Dizemos que
y = b é a sua equacao cartesiana.

Nas figuras a seguir mostramos algumas dessas retas e suas respectivas equacdes cartesianas.

Yy ™ y [
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, y=3__ : Cll
3 Il [
8] |
o
y=1 I
1 8
y=0
@] z —2 @) 1 z
y=—1
-1

Sejam (a,b) € R? e A € R. Dizemos que (a+ A,b) e (a— \,b) sio simétricos em
relacdo a reta vertical de equacio = = a a qual é chamada eixo de simetria. Dizemos que
(a,b—X) e (a,b+ \) sdo simétricos em relacdo a reta horizontal de equagdo y = b que é
o eixo de simetria. Exibimos essas simetrias nas figuras a seguir.
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Licao 3 Secao 2: Simetrias no plano cartesiano

Eixo de
simetria

(@, b+

(a—X,b) (a+X,b) Eixo de simetria =b
Yy

(a,b) (a,b)

s(a,b—X)

Também dizemos que (a + A,b) (resp. (a — A,b)) é o refletido de (a — A,b) (resp.
(a+ A,b)) em relagdo ao eixo vertical de equagdo = = a. De forma andloga, dizemos que
(a,b+ X) (resp. (a,b— X)) é o refletido de (a,b— X) (resp. (a,b+ X)) em relagdo ao
eixo horizontal de equacdo y =b.

Repare que na figura anterior, a esquerda, os pontos simétricos em relacdo ao eixo de
simetria de equacdo cartesiana z = a possuem as mesma ordenadas e a simetria é definida
pela simetria nas primeiras coordenadas. Note que a + A e a — A s3o simétricos em relacdo
ao ponto a, ou seja, a é o ponto médio entre a+ A e a — \.

Ja na figura da direita os pontos simétricos em relacdo ao eixo de simetria de equacgao
cartesiana y = b tém a mesma abcissa e a simetria fica determinada pela simetria nas segundas
coordenadas dos pontos. Note que b+ A e b — A s3o simétricos em relacdo a b.

Nas préximas duas figuras mostramos exemplos de simetrias em relacdo a eixos verticais e
a eixos horizontais.

[ I (=2,3)
Il 8
8 . . (2,2)
0,2) | (2,2) y=1 (3,3)
(-41) (-2.1) (.3)
(2,0)
(~1.51) ey (—-2,-1)
Na figura da esquerda temos:
e (—4,1) e (—2,1) sdo simétricos em relagdo ao eixo de simetria de equagdo = = —3;

o (—1,—1) e (3,—1) s&o simétricos em relagdo ao eixo de simetria de equagdo = = 1;
e idem para os pontos (0,2) e (2,2).

Na figura da direita temos:

o (—2,—1) e (—2,3) sdo simétricos em relagdo a reta horizontal de equagdo y =1;

e 0 mesmo ocorre com os pares de pontos (2,0) ; (2,2) e (3,1/2) ; (3,3/2).

Dados um eixo de simetria e um ponto (a,b) do plano cartesiano, podemos determinar o
simétrico (ou refletido) de (a,b) em relagdo a esse eixo.
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Licao 3 Secao 2: Simetrias no plano cartesiano

Mais geralmente, sejam dados no plano cartesiano um subconjunto A e um eixo de simetria.
O conjunto formado pelos simétricos (ou refletidos) de todos os pontos de A, em relagdo a
esse eixo, é dito simétrico (ou refletido) do conjunto A em relag3o a tal eixo.

Dizemos que A tem simetria em relacdo a tal eixo quando A possui a seguinte propriedade:
o simétrico de todo elemento de A em relacdo ao eixo de simetria, também pertence ao conjunto
A.

Nas figuras a seguir mostramos subconjuntos do plano, simétricos em relagdo a eixos hori-
zontais e a eixos verticais.

Na primeira figura temos um circulo de raio 1 centrado na origem do plano cartesiano. Sua
equac3o cartesiana é: 22+ y? = 1. Tal circulo tem simetria tanto em relacdo ao eixo das
abcissas, quanto em relacdo ao eixo das ordenadas. No entanto, ndo tem simetria, por exemplo,
em relacdo ao eixo de equacdo = = 1. E como podemos provar isso ?

Para provar que este circulo tem simetria em relacdo ao eixo horizontal devemos mostrar
que se (a,b) é um ponto do circulo, entdo o seu simétrico em relacdo ao eixo horizontal, isto é,
(a,—b) também o é. Ou seja, precisamos provar que se (a,b) satisfaz a equacdo 22+ 3% =1
entdo (a,—b) também satisfaz. E o que exige a definicdo.

Vejamos !!

Se (a,b) é um ponto do circulo, entdo ele satisfaz a equagio z? +y? = 1. Ou seja,
a’?+b% = 1. Por outro lado, com relagdo ao ponto (a,—b) temos que: a?+ (—b)? = a®+b> =
1. Consequentemente, se (a,b) satisfaz a equag3o do circulo entdo (a,—b) também satisfaz,
mostrando assim que o circulo em questdo tem simetria com relagdo ao eixo horizontal.

A simetria em relacdo ao eixo vertical se prova de forma aniloga. E como provar que o
circulo 22 4+ y? =1 n3o tem simetria em relacdo ao eixo = =17

Vejamos !!

O ponto (1,0) estd sobre o referido circulo pois 124 02 = 1. Por outro lado, o simétrico
do ponto (1,0) em relagdo ao eixo z =1 é o ponto (1,2) o qual ndo estd sobre o circulo,
pois 12 +22 £ 1.

Na segunda figura temos a regido do plano delimitada pelo circulo de raio unitario centrado
no ponto (1,0). Esse conjunto’ tem simetria em relagcdo ao eixo das abcissas mas n3o tem
simetria em relacdo ao eixo das ordenadas. No entanto, tem simetria em relacdo ao eixo de
equagdo r =1.

Na terceira figura temos a famosa curva chamada de figura oito”. Ela também tem simetria
tanto em relagdo ao eixo das abcissas, quanto em relacdo ao eixo das ordenadas.

1A inequacio cartesiana que descreve esse conjunto é: (z — 1)2 +92 < 1.

2A equacdo cartesiana dessa curva é (22 + %)% = 2% — ¢>.
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No plano, além de simetrias em relacdo a eixos podemos falar em simetria com relacdo a
origem do sistema de coordenadas. Dizemos que os pontos (a,b) e (—a,—b) sdo simétricos
em relacdo a origem. Note que podemos obter qualquer um deles a partir do outro fazendo
uma reflexdo em relagdo ao eixo das abcissas, seguido de uma reflexdao em relacdo ao eixo das
ordenadas; ou entdo, uma reflexdo em relagdo ao eixo das ordenadas, seguido de uma reflexdo
em relac3o ao eixo das abcissas.

Y Y Y

(-a:b) o(a:0) (—a,—b) (ab)e (—a.b)

a,b ' —a,b) :0 (—a,—b)
(—a,.—b) (a,b) (

Exibimos essa simetria nas figuras que acabamos de apresentar. Os pontos mais claros s3o
pontos intermedidrios pelos quais passamos, ao fazer a primeira reflex3o.

Exercicios resolvidos

. Conhecendo na reta orientada as localizacbes da origem e de /5 faca as representacdes
graficas de —/5 ede 25.

Sabemos que —v/5

& o simétrico de 5 em 5 V5

relacio a origem. Com um P —
compasso, medimos a distancia —V5 0 V5 2v5
de 0 a 5.

Com o compasso fixo em 0 marcamos —v/5 3 esquerda de 0. Agora, fixando o compasso em /5
transladamos /5 de /5, obtendo 2v/5.

. Conhecendo na reta orientada as localizacdes da origem, de /2 e /5, faca as representacdes

graficas de V2++4/5 ede V2 —+/5.

Com um compasso, 75
medimos a distancia de 0 a /5. D — V5 ;
Agora, com o compasso fixo em /2, ‘ 5 NN ‘
transladamos v/2 de v/5 ede —v5 ,_«TA ._/_T
obtendo, respectivamente, /2 + /5 V2 -5 V2 +5

e vV2-+5.
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Licao 3: Exercicios resolvidos

3. Conhecidas as localizacdes da origem, de 3 e de /3, dé as localizacdes dos niimeros reais

cuja distancia ao nimero 3 vale /3.

Tais niimeros s3o obtidos® transladando 3 de /3 e de —+/3, respectivamente, no que

obtemos os niimeros 34 +/3 e 3—+/3. Suas localizacdes na reta podem ser obtidas da seguinte forma.
Com um compasso medimos a distancia da origem a /3. Com o compasso centrado em 3 marcamos

3+ /3 adireitade 3 e 3—+3 2 esquerda de 3.

Graficamente, temos:

—V3 V3

0 14 Té 3 R
V3

—— ——

3—V3 3+V3

Assim, 3—+/3 e 3++/3 s3o simé-
tricos em relacdo a 3 e o nimero

3 é o centro de simetria.

4. Determine b € R tal que —2 e 3 sejam simétricos em relacao a b.

Podemos abordar esse problema da seguinte maneira®.

Os transladados de b por +a valem b+ a. Como —2 e 3 devem
ser simétricos em relacdo a b, devemos ter: b+a=—-2e b—a=3.

Somando, obtemos:

b+a)+(b—a)=1 <= 20=1 <= b=1/2.

Isso mostra que —2 e 3 sdo simétricos em relacdo a 1/2.

5. Determine o simétrico de —4 em relacao ao ponto 1.

A melhor maneira de iniciar a solucao de

4

um problema como este é comegar com uma figura !

O simétrico procurado é obtido transladando-se o ponto
1 (que é o centro de simetria) de |1 — (—4)] =5 (que
é a distancia de —4 a 1). Assim, o ponto procurado é

<_—a‘¢ @
e
—2 3

—5
—
—
—4 1 1+5=6
distancia = 5

oponto 14+5=6.

6. Determine o simétrico do intervalo [—3,1) em relacdo a 2.

Aqui também, iniciar com uma figura é uma boa maneira de encontrar a solugdo !!

Para isso basta determinar os simétricos em relagdo a 2 das extremidades do intervalo.

3Também podemos obté-los resolvendo a equacio |z — 3| = v/3 como aprendemos na licdo anterior.
*Outra forma de abordar o problema é a seguinte: o ponto b é o ponto médio do segmento de reta de —2

a 3. Logo, b é a média aritmética de —2 e 3, a qual vale 1/2.

Outra alternativa: o ponto b estd eqiiidistante de —2 e 3. Logo, ele é solugio da equagio |[b—(—2)| = |b—3|.

Resolvendo tal equagao determinamos o valor de b.
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Licao 3: Exercicios resolvidos

—3 e 7 sdo simétricos em relagdo a 2
e 0 simétrico em relagdo a 2 da extremi- [ \ ‘ , 1
& — =3 [ 7 1y 1
dade 1 é: 2+12—1|=3; 3 2 3 -
e 0o simétrico em relacdo a 2 da extremi- S
L, 1 e 3 sd3o simétricos
dade *3 e: 2 —+ ‘2 — (*3)| = 7 em relagdo a 2

Logo, os simétricos em relagdo a 2 dos pontos compreendidos entre —3 e 1 sio os pontos compreendidos
entre 3 e 7. Assim, o intervalo procurado é o intervalo (3,7].

. Determine o simétrico de [2,00) em relacdoa —1.

Nesse caso, basta determinar o —4 e 2 sio simétricos
o a— ~ . laca -1
simétrico em relacio a —1 da extremidade 2. em e

Tal simétrico vale: o
—1-12-(-1)|=-1-3=—-4.

Consequentemente, o simétrico em relagdo a —1 do intervalo [2,00) € o intervalo (—oco,—4].

. Qual é o numero real que transladado de 2,3 produz o nimero —4,717

Denotemos por = o nimero a ser determinado. Transladando = de 2,3 obtemos: = +2,3.
Consequentemente: = +23=-471 <«<— x=-23-471 <+— z=-7,01.

. Qual é o nimero real que transladado de seu triplo produz o niimero /47

Seja x o nimero a ser determinado. Nesse caso, temos: transladando = de 3x obtemos
/4. Consequentemente,

V4
r4+3r=V4 < drx=V4 x:%.

Determine o nimero real que possui a seguinte propriedade: transladando esse nimero de 3
obtemos o dobro do seu transladado por 5.

Seja x o ndimero a ser determinado.

Temos que:

e O translado de = por 3 vale: =+ 3;

e O dobro do transladado de = por 5 vale: 2(z +5).

Assim, resulta que:

I
8
8
I
|
J

r+3=2x+5) <<= x4+3=204+10 = -7
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12.

13.

14.

15.

Licao 3: Exercicios resolvidos

Qual intervalo obtemos quando transladamos o intervalo (2,0c0) de 37

. L
Transladando os pontos do intervalo (2,00) de 3 obtemos C
os pontos da reta que estdo a direita de 243, isto é, obtemos o intervalo ¢
5
(5,00).

Seja « um ponto de um dos conjuntos

(a)[2a4) (b) (_5a2)

Pergunta-se: em qual subconjunto da reta estara o transladado de = por —57 Determine o
menor subconjunto possivel.

Transladando de —5 os subconjuntos acima, obtemos : [-3,—1) e (—10,—3). Assim,

(@) se x €[2,4) entdo z—5€[-3,-1); (b) se z € (—5,2) entdo z—5 € (—10,-3).

Se x é um ndmero real que nido pertence a [2,w), a qual conjunto deverd pertencer o
transladado de = por 37 Determine o menor subconjunto possivel.

Se x ¢ [2,7) entdo o transladado de = por 3 n3o vai pertencer ao transladado de [2,7)
por 3. Isso significa que z+3 ¢ [2+3,7+3)=[5,7+3) ouseja, x+3 € (—00,5)U[7+3,00).

O transladado de um nimero real por /2 pertence ao intervalo [3,m]. Determine o menor
subconjunto da reta ao qual esse nimero deve pertencer.

Seja z tal niimero. Sabemos que o transladado de x por /2 pertence ao intervalo
[3,7], isto é, =+ /2 € [3,7]. Consequentemente, (x+ \/§) —V2e€ [3 -2, — \/5] , ou seja,
z€[3—v2,m—V2]. Logo, o intervalo procurado é o intervalo [3 — V2,7 — /2],

Seja b € R. Quais sdo os pontos da reta cuja distancia ao ponto b vale 3?7 Dé uma solucao
geométrica e apresente uma equacao cujas solucdes sao tais pontos.

J4 vimos que os pontos cuja distancia ao ponto b vale 3 s3o obtidos transladando® b de
3 ede —3. Ou seja, sdo os pontos x =b+ 3.

A distdncia de um ponto = a b é dada por |z —b|. Se tal disténcia vale

3, devemos ter |x — b] = 3. Assim, a equagdo |z — b| = 3 descreve - b bt3
exatamente os pontos da reta cuja distdncia a b vale 3.

@ Nota: Esse exercicio mostra como entender e resolver geometricamente a equacdo |z — b| = 3.

Alids, ele nos ensina a entender e resolver geometricamente a equagdo | — b| = a quando a > 0.
Quando a < 0 a equagdo |z — b| = a n&o tem solugdes pois |x — b| nunca é negativo.

®Vimos na licdo anterior quais s3o as solucdes da equacdo |z —b| = 3. O objetivo desse exercicio é apresentar
uma maneira geométrica de resolver tal equagido.
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Licao 3: Exercicios resolvidos

Dados a > 0 e € R temos:
|t —bl=a <= xz—-b=H4a <= x=bta

b—a b b+a

16. Use o exercicio anterior para resolver as equacoes em R:

17.

18.

1—2x
3

(a)Jz —2| =5 (b) |5 -1 =1 (© |

Do exercicio anterior segue que:
(@) |z —2/=5 <= 2—-2=45 <<= =245 <<= =7 ou z=-3.
(b)’§f1’:1 — 371:11 — %:111 = z=3+3
< =6 ou z=0.

1-22

3
<— 2x=7Tou 2xr=-5 < x=7/2 ou z=-5/2.

1—2x
3

(c)’ = 42 = 1-2r=46 <+ 20=17F6

‘:2

(d) Essa equagio n3o tem solugdo pois |x — 2| > 0 para todo = € R.

Resolvendo a equagdo |z| =2z + 1 onde = € R:

‘:2 d)|z—2|=—

Temos que:
rx=2x+1
e =22+1 <+<— zxz=Z£QRz+1) <— ou
r=—2x—1
T=2x+1 z=-—1
< ou <~ ou
r=—-2x—1 x=—-1/3
mostrando que a equac¢ao tem duas solugcdes: —1 e —1/3. No entanto, —1 n3o é solugdo

da equacdo!! Onde esta o erro?

Todas as equivaléncias estdo corretas, salvo a primeira delas que estd errada. N3o podemos
dizer que |z| =2z +1 & z = +£(2zx+1), pois 22 + 1 pode ser negativo. E isso, de fato, ocorre
quando & = —1. Acabamos de ver no exercicio 15 que a equivaléncia |z| = a < z = ta s6é

verdadeira quando a > 0.

Seja b € R. Quais sdao os pontos da reta cuja distancia ao ponto b é menor do que 37?7 Dé

uma solucao geométrica e apresente uma inequacao cujas solucdes sao tais pontos.
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20.
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Vimos que os pontos da reta cuja distancia ao ponto b vale
3 sdo os pontos b+ 3 e b— 3. Os pontos cuja distancia a b é menor
do que 3 s3o os pontos compreendidos entre b—3 e b+ 3, isto €, sdo
os pontos do intervalo (b—3,b+ 3).

A inequacdo |x — b| < 3 descreve os pontos da reta cuja distincia ao ponto b é menor do que 3.

@ Nota: Como no exercicio 15, esse exercicio mostra como entender e resolver geometricamente a
inequacdo |z — b| < 3. De fato, ele nos ensina a entender e resolver geometricamente a inequagio
|x — b] < a quando a > 0. Novamente, quando a < 0 a inequaco |x — b| < a n3o tem solu¢des
pois |z — b| nunca é negativo.

Dados a >0 e x € R temos:
lt—bl<a <«<— z—-b€(—a,a) <= ze(b—a,b+a)

L )
\ ]
b—a b b+ a

Note também que combinando os exercicios 18 e 15 que acabamos de resolver, obtemos:
lt—b<a <= z-be[-a,a] <= =xz€lb—a,b+a]

onde a >0 e z €R.

Use o exercicio anterior para resolver as inequacoes em R:
(@) |lz—2| <4 (b) lx+1]1 <2 (o) |m—x| < 4 (d) |2 — 4| < 6.

Do exercicio anterior podemos garantir que:
(@)z—-2/<4 = x-2€(-4,4) <= =z€(2-4,244) << =x€(-2,6).
(b)|Jz+1<2 <= =z+1€[-2,2] <= =z€[-1-2,-142] <= =z€e[-3,1].
(Q)r—z|<4 = J|Jz—7|<4 = z—7me(-4,4) <= ze(n—4,7+4).

(d) 22 -4 <6 <= [22—-2)<6 <<= 2z—-2/<6 <<= |z—2/<3.

<
— x-2€[-3,3] < uze€[-1,5].

Sabendo que |2 — 3xz| < 5 faca uma estimativa para o numero real 3x.

Temos que:

2-3z|<b <<= [3z—-2/<b <= 3x—-2€(-5,5)
— 3r€(2-5,245) <= -3<3x<T.

Seja b € R. Quais s3o os pontos da reta cuja distdncia ao ponto b é maior do que 37 Dé
uma solucao geométrica e apresente uma inequacao cujas solucdes sao tais pontos.
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Os pontos cuja distancia ao ponto b vale 3 s3o os pontos
b+ 3 e b— 3. Os pontos cuja distdncia a b é maior do que 3 sdo os
pontos que est3o fora do intervalo [b—3,b+ 3], isto é, sdo os pontos
do conjunto (—o0,b—3) U (b+ 3,00) mostrado na figura ao lado.

) ‘ (
] C
b—3 b b4 3

A inequagdo |z — b| > 3 descreve os pontos da reta cuja distancia ao ponto b é maior do que 3.

@ Nota: Mostramos aqui como entender e resolver geometricamente a inequacdo |z —b| > 3. De fato,
mostramos como entender e resolver geometricamente a inequagdo |z — b| > a. Repare que quando
a < 0, todo ponto da reta é solu¢do da inequagdo |z —b| > a.

Dados a > 0 e € R temos:
|t —b|>a <= —b€ (—0,—a)U(a,0) <= z € (—oco,b—a)U (b+a,o0)

L
‘ C
b b+ a

o~

Note também que combinando os exercicios 21 e 15 dessa licao, obtemos:
|t —bl>a <= z-be€(-0,—a]Ula,0) <<= z€(—0,b—a]U[b+a,oc0)

quando a >0 e z € R.

Use o exercicio anterior para resolver as inequacoes em R:
(@ |z—1] >3 b)|le+2>1 (c) 83—z >2 (d) |22 —4| > 6

Do exercicio anterior podemos garantir que:

(@ |z—1>3 <= z-1€(-00,-3)U(3,00) = z€(-00,1-3)U(1+3,00)
<~ z€(-00,-2)U(4,00).

(b)|z+2/>1 = z+2€(—0,-1]U[l,0) <<= zxz€(-00,-2-1]U[-2+1,00)
= z€(-00,-3]U[-1,00).

©)B—z>2 = |z — 3| >2 —= z-3€(-00,-2)U(2,00)
— x€(-0,3-2)U(3+2,0) < z € (—00,1)U(5,00).

(d) 22 —4]|>6 <— 2]z —2/>6 = |z —2] >3

— x-2€(-0,-3)U(3,0) <= z€(-00,—1)U(5,00).

23. Faga uma estimativa para b € R sabendo que ele é negativo e que |1 — 2b| > 3.

Temos que:
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25.

26.

27.
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1-20>3 «— |26 — 1] >3 — 2b-1€(—00,-3]U[3,00)
— 2be(—00,1-3]U[1+3,00) <= 2b€(—00,—-2]U[4,00).

Como b < 0 concluimos que 2b < —2, ou seja, b < —1.

Sabendo que b € [1,3) determine:
(1) O menor intervalo que contém b + 2
(2) O menor intervalo que contém 3 —b.

Tomemos b€ [1,3).

(1) Como b € [1,3), o seu transladado por 2 pertence ao transladado de [1,3) por 2. Portanto,
b+2€[1+2,34+2)=[3,5). Assim, o intervalo procurado é o intervalo [3,5).

(2) De b e [1,3) segue que —b pertence ao simétrico do intervalo [1,3) em relagdo a origem, que é
ointervalo (—3,—1]. Assim, —b € (—3,—1] e, consequentemente, 3—b € (—=3+3,—-1+3] =(0,2].
Assim, o intervalo procurado é o intervalo (0,2].

Sabendo que b € (—oo,1] determine o menor intervalo que contém 2 —b.

De b € (—o00,1] segue que —b pertence ao simétrico do intervalo (—oo,1] em relagdo a
origem, que é o intervalo [—1,00). Assim, —b € [-1,00) e, consequentemente, —b+3 € [-1+3,00).
Portanto, o intervalo procurado é o intervalo [2,00).

Dé uma equacao que tem como solucoes, exatamente, os pontos da reta cujo quadrado de seu
transladado por 2 vale 5. Resolva tal equacao.

Seja z um tal ponto. O seu transladado por 2 vale z + 2. O quadrado desse transladado
vale 5, ou seja, (2 +2)2 = 5. Logo, os niimeros procurados s3o aqueles que satisfazem a equagdo
(2+2)2=5.

Resolvendo essa equacgdo, obtemos:

(242)2=5 — 242=%V5 = 2z=-245.

Em cada um dos itens a seguir sao dados dois pontos do plano cartesiano. Determine, em cada
caso, a equacao cartesiana do eixo de simetria desses pontos.

(@) (=1,0) e (=1,2) (b) (v2,-2) e (V2,1)
(c) (=1,1) e (3,1) (d) (-1-+v2,-1) e (vV2-1,-1).

(a) Nesse item os pontos possuem as mesmas abcissas. Logo, o eixo de simetria é a reta horizontal
passando pelo ponto médio p,, entre 0 e 2 o qual vale: p,, = 1. Logo, o eixo de simetria é a reta de
equagao y =1.
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29.

30.
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(b) Nesse caso os pontos também tém a mesma abcissas. Portanto, o eixo de simetria é a reta horizontal
passando pelo ponto médio p,, entre —2 e 1 o qual vale: p,, = (—2+1)/2 = —1/2. Logo, o eixo de
simetria é a reta de equagio y = —1/2.

(c) Nesse item os pontos possuem a mesma ordenada. Portanto, o eixo de simetria é a reta vertical
passando pelo ponto médio p,, entre —1 e 3 o qual vale: p,, = (=14 3)/2 = 1. Logo, o eixo de
simetria é a reta de equagdo x =1.

(d) Nesse item os pontos também possuem a mesma ordenada. Logo, o eixo de simetria é a reta vertical
passando pelo ponto médio p,, entre —1—+/2 e —14++/2 o qual vale: p,, = (—1—v2+-1+2)/2 =
—1. Logo, o eixo de simetria é a reta de equagdo z = —1.

Nas figuras abaixo exibimos essas simetrias.

(-1,2) -
M Il
y=1 (V2,1) (—1,1) ° CERY
(~1,0)
y=—1/2
T T
. (=1-v2,-1) (—14v2,-1)
(V2,-2) 8

Dé uma inequacao que tem como solucdes, exatamente, os pontos da reta cujo cubo do seu
transladado por —3 é menor do que o transladado do seu quadrado por 1.
Denotemos um tal ponto por x. Temos que:

e o cubo do seu transladado por —3 vale (z — 3)3;

e o transladado do seu quadrado por 1 vale z2 +1.

Portanto, a inequagdo procurada é: (z —3)® < 2% +1.

Determine o simétrico do ponto (3,1) em relacdo ao eixo de simetria de equacdo = = 1,2.

Sabemos que o simétrico procurado tem ordenada igual a 1. Resta determinar sua ab-
cissa. E ela é o simétrico de 3 em relacdo a 1,2 o qual sabemos determinar: para isso, escrevemos

3=12+(3-12). .
Portanto, o simétrico de 3 em relagao a 1,2 !
vale: 12—(3-1,2)=24-3=-06=—3/5. (=3/5.D) GV
Conseqiientemente, o simétrico de (3,1) procu-
rado é (—3/5,1).

y

—3/5 3

Determine os simétricos dos pontos (3,1) , (—2,2) em relacdo a origem do plano cartesiano.
Faca uma figura exibindo tais pontos e seus simétricos.
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Os simétricos procurados sdo (—3,—1)
e (2,—2) respectivamente. Eles sdo mostrados na fi-
gura a seguir. Os pontos mais claros sdo os pontos
intermediarios obtidos quando fizemos, como primeira
reflexdo, a reflexdo em relagdo ao eixo das ordenadas.

(=2,2)

(3.1)

(=3,-1)

(2,-2)
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. Conhecendo na reta orientada as localiza¢Ges
da origem, da unidade e de /2, use um
compasso e fagca as representagcles gréficas de

—1,2V2, —vV2,2,1-v2ede 1+2.
V2

o 1

. Determine os ndmeros reais que satisfazem a

condi¢cao de cada item a seguir.

(a) O seu transladado por 4 vale —3;

(b) O dobro do seu transladado por 1 vale 5;

(c) O seu transladado por 1,2 vale 3;

(d) A distdncia a —1 do dobro do seu transla-
dado por 7, vale 3.

. Determine os simétricos de 1,4, —/3,—2 e de
m em relagdo a —1.

. Quais dos pares de nlimeros a seguir sdo simétri-
cos em relagdo a —3:
—-5e7;1e—-7;
—103 e 977

—13 e 4 ; 0e —4 ;

. Determine b € R de tal forma que —3 e 7 se-
jam simétricos em relagdo a b.

. Determine:

(a) o simétrico em relacio a —1 do intervalo
[-1,3);

(b) o simétrico em relagdo a 1 do intervalo
(—00,2);

(c) o simétrico em relagdo a —m do intervalo
(74 ’ OO) :

(d) o simétrico em rela¢do a origem do intervalo
(=3,7].

Em cada item faga figuras que represente sua

solucg3o.

. Determine os nlimeros reais cuja distancia a —3

vale /5.

. Qual é o nimero real que transladado de 5 pro-
duz o ndmero 2,01.

. Qual é o nimero real que transladado do seu do-
bro produz o nimero V37

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Determine uma equacdo cujas solugdes s3o os
pontos da reta que transladados por —2 sao
iguais aos quddruplos dos seus transladados por
1. Resolva tal equacdo.

Exiba uma equagdo cujas solu¢les sdo os pontos
da reta que estao equidistantes do seu quadrado
e do seu cubo.

Dé uma equacdo que descreva os nimeros re-
ais cujos transladados por 1 coindicidem com o
quadrado do seu transladado por —1.

Resolva as equagdes em R:

(@) |2z —1| =2 (b) [1+32[ =3

(€5 -3=1 (d) 2+ 3] =3.

Dé uma inequacdo que descreva os pontos da

reta cujo dobro do seu transladado por —2 é
maior que a sua distancia a 2.

Seja & um nidmero real. Qual é a expressdo do
seu simétrico em relacdo a 27

O simétrico em relacdo a 2 de um certo niimero
real coincide com o transladado desse nimero
por 7. Determine tal nimero.

Resolva as inequagoes em R:

(@) Jlx—3|<2 (b) Jlz+1] <3
() |lz—1] <3 (d) 13—z <1.
Resolva as inequagcdes em R:

@ z-3>1 (b) 24+ 2| >5
() 34z >2 (d1—=/>0.
Resolva as inequagdes em R:
(@)]lz—1>3 (b) |5+ x| <3
(c)|12—=2| <0 (d) |22 — 1| > 3.

Determine o intervalo obtido quando:
(a) transladamos [1,3) por 4;

(b) transladamos [1,5] por 2,3;

(c) transladamos [1,00) por —5;

(d) transladamos (—oo0,—2] por —1,4.

Em cada item, faga figuras que indiquem sua
solucg3o.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Licao 3 : Exercicios

Se um nidmero real n3o pertence a (—2,3], a
qual subconjunto da reta deverd pertencer o seu
transladado por 47 Determine o menor subcon-
junto possivel.

Faca uma figura que indique com clareza sua
soluc3o.

Se um ndmero real ndo pertence a (—o0,1),
a qual subconjunto da reta deverd pertencer o
simétrico em relagdo a origem do seu transla-
dado por —27 Determine o menor subconjunto
possivel.

Faca uma figura que indique com clareza sua
soluc3o.

Sabendo que b € (2,4
(1) o menor intervalo que contém
(2) o menor intervalo que contém
(3) o menor intervalo que contém
(4) o menor intervalo que contém

] determine:
b—2:
b+3;
—b:
2-0.

Repita o exercicio anterior, trocando (2,4] por:
(a) (=00, —1] (b) (0, 00)
(c) [-2 ) (1,3]  (d) (=1,2) =

Sabendo que a € [-1,2) e b € (1,3] deter-
mine, para cada item a seguir, o menor subcon-
junto da reta que contém:

[0,1).

() a+bd (2)a—10
(3) lal +0 (4) b —|al
(5) [al =1 (6) [al =[]

A qual subconjunto da reta deve pertence o

ponto x quando:

(a) o seu transladado por 4 pertence ao inter-
valo [1,2);

(b) o seu transladado por —1 pertence ao inter-
valo (=3,2];

(c) o dobro do seu transladado por 3 pertence
ao intervalo (—oc0,2];

(d) o triplo do seu transladado por 2 pertence
ao intervalo (3,00).

Determine em cada caso, o menor subconjunto

possivel.

Determine a equag3do cartesiana do eixo de sime-
tria para cada par de pontos dados a seguir. Para

28.

29.

30.

31.

32.

cada item, faca a representacdo grafica no plano
cartesiano dos pontos e do eixo de simetria.

(a) (=2,3) e (=2,9)
(b) (1,-3) e (1,5)
(c) (1,-3) e (5, *3)
(d) (m,=1) e (7 =2,-1).

Em cada item s3o dados um ponto do plano e a
equacdo cartesiana de um eixo de simetria. De-
termine o simétrico do ponto em relagdo ao eixo.

(a) (-2,3) ex=2

(b) (1,—3) ex=-1
(c)(1,-3)ey=m
(d) (r,-1) ey=1.

Dados um ponto (a,b) do plano e um eixo
de simetria de equacdo = = c, determine o
simétrico de (a,b) em relagdo a tal eixo.

Repita o exercicio acima para o eixo de equacao
y=c.

Faca um esboco do simétrico do circulo, cen-
trado na origem, de raio 1 mostrado abaixo, em
relacdo aos eixos de equacgio:

(a)z=1 (b) z =-1

(c)x=1/2 (d)y=1.

Y

Repita o exercicio anterior para o disco de raio 1,
centrado na origem e mostrado na figura abaixo.
Esse disco é descrito pela inequagdo z2+y? < 1.

Yy

Mostre também que esse disco ndo é simétrico
em relacdo ao eixo y = 1.
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33. A figura a seguir é a chamada figura oito, ja
mostrada anteriormente. Sua equagdo cartesi-

ana é (22 +92)? = 22 — y2.

Faca um esbogo do simétrico (ou refletido) dessa
curva em relac3o aos eixos de equacio:

34.

(a)z=1 (b) z = -1
(c)x=1/2 (d)y=1.

Mostre também que:

e a figura oito é, de fato, simétrica em
relacdo ao eixo vertical z =0;

e a figura oito ndo é simétrica em relagdo ao
eixo vertical z =1.

Calcule o simétrico em relagdo a origem do plano
cartesiano dos seguintes pontos: (1,4), (4,3),
(—2,4) e (—3,3). Represente graficamente es-
ses pontos e seus simétricos, fazendo as reflexdes
necessarias.
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4

Propriedades das
operacoes

1 Propriedades

at+b=b+a

1. Comutatividade:
axXb=bxa

(a+b)+c=a+ (b+c¢)

2. Associatividade: (a xb) xec=ax (bxXc)

30 talque: a+0=a=0+4a

. El t tro:
3 emento neutro 31 talque: axl=a=1xa

para cada a existe um real denotado por —a tal que

a+(—a)=0=(—a)+a

4, Simétrico:

para cada b # 0 existe um real denotado por b—! tal que

5. Inverso: 1 1
bxb " =b " xb=1

6. Distributividade: a X (b+c) =axb+a X c

Dois fatos muito importantes e que n3o estdo explicitos nas seis propriedades acima listadas



Licao 4

Secao 1: Utilidade pratica das propriedades

s3o o0s seguintes:

® 0 simétrico de um ndmero real € dnico, isto é, o Unico nimero real que somado a b
produz zero como resultado é o seu simétrico —b;

e o inverso de um real ndo nulo € tnico, isto é, o tnico nimero real que multiplicado pelo
real ndo nulo b produz 1 como resultado é o seu inverso b~ que também é denotado

1
por - ou 1/b.

N3o é dificil demonstrar essas duas propriedades usando as propriedades listadas anterior-
mente. N3o menos importante que as duas propriedades acima é a unicidade dos elementos
neutros para a soma (zero) e para a multiplicagdo (um).

Exemplos

T+8=8+7

# Comutatividade {4 «5=5x%4.

% Associatividade { (T+2)+3=7+(2+3)

6+0=6=0+6

# Elemento neutro {2>< 1=92=1x292.

# O simétricode 5 é —5 eode —3 é 3.

(2x8) x5=2x(8x5).

1 1
# O inverso de 8 é 3 pois8><§:1.

N o

2 3 2
# O inverso de 3 é — pois §>< =1.

2

# O inverso de —g é 7 pois (—§> (—Z) =1.

5 7 5

% Distributividade: 3 x (54+7) =3 x5+3x 7.

1.1 Utilidade pratica das propriedades

As propriedades da adicdo e da multiplicagdo também servem para simplificar e facilitar calculos.

1. Comutatividade e associatividade: as vezes, mudar a ordem das parcelas ou dos fatores
facilita o cdlculo, de modo que ele pode ser feito até mentalmente.

e 50+ 1239 + 50 = 50 + 50 +1.239 = 100 + 1.239 = 1.339.
——

100

o 2x 342 x5 =2 x5x342 =10 x 342 = 3.420.
——

10

e 20+ 6+28+2=(20+6)+ (28 +2) = 26 + 30 = 56.

——
26

———

2. Distributividade: também pode facilitar os calculos mentais.

e 13x101 =13 x (100+1) =13 x 1004+ 13 x 1 = 1.300 + 13 = 1.313.
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Licao 4 Secao 1: Subtracao e Divisao

1.2 Subtracao e Divisao

Subtracdo: definimos e denotamos a subtracdo de a por b da seguinte forma:
a—b:=a+ (-b).
Divisao: quando b # 0 definimos e denotamos a divisdo de a por b da seguinte forma:

a=bi=axb L

. ~ a . . ~
Para a+b também usamos as notagdes: 3 o a/b. Dizemos que a/b é uma fracdo com
numerador a e denominador b.

Algumas consegqiiéncias das propriedades das operacoes

Dados a, b, c € R temos:

e ax0=0 e ax(—b)=(—a)xb=—(axb)
e 0=-b=0 quando b#0 e (—a)=a
e (—1l)xa=-a e —(a+b)=—-a—1>

ea—b=—(b—a)

(a—b)—c=a—(b+¢)
ea+b=(b+a)"! quando a,b#0 e (a+b)+c=a=+(bc) quando b,c #0

Esses resultados podem ser demonstrados usando as propriedades do quadro da pégina 67.

Note que a primeira consequiéncia nos garante que zero n3o possui inverso ja que nao existe
um nuimero real b tal que b x 0 =1.

Os dois ultimos itens a esquerda nos mostram que a subtracdo e a divisdo ndo sdo operagdes
comutativas enquanto que os dois Ultimos itens a direita nos mostram que tais operacdes nao
sao associativas.

Exemplos
# 1.088.967 x 0 =0. # —(a—b+8)=—a+b—8.
# O simétrico de —4 é —(—4) =4. % (2/3)/4=2/(3x4)=2/12=1/6.
# (-1)xb==5 e (1) x (=) =—(-7)=T. % ((3/5)/2)/7=(3/(5x2))/T=3/(2x5x7).
# 3x (=5)=—-(83x5)=-15. # 1 x (=1)=—m;
# —(a+5)=—a—05. % 10.993,674 x (—0,2198) x 0=0.
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Licao 4 Secao 2: Fatoracao

1.3 Regras de sinais

Adicao
e A soma de dois niimeros positivos é positiva € a soma de dois nlimeros negativos
é negativa.
(+)+ (1) =(+) = 3+5=38
(5)+(0)=(=) = —2-3=-(2+3)=-5
e Ao somar nlmeros com sinais contrdrios, podemos obter como resultado um
nimero positivo, nulo ou negativo.
&« 9-5=4 @« 3-3=0 ®3-10=—-(10-3)=-7

Multiplicacao e Divisao
Multiplicando-se ou dividindo-se niimeros com um mesmo sinal o resultado é positivo, e
numeros com sinais diferentes o resultado é negativo.

(+) x(+)=(+) *3x5=15 +)+H)=H) =®10+5=2
(D) x (D) =) = (-Dx(-3)=6 (=) +(-)=(+) = (-9=(-3)=3
() x (D) =(-) *®(-x4=-8 (+)+(=)=(=) =6=(-2)=-3
() x (H)=(=) ®3x(-4)=-12 (=) + () =(=) = (-8)+2=-4

2 Fatoracao
Fatorar a expressio a X b+ a X ¢ ¢é escrevé-la na forma a X (b + c), isto é
axb+axc=ax(b+c).

Nesse caso, dizemos que o fator a foi colocado em evidéncia. Mais geralmente, fatorar uma
expressao é escrevé-la como um produto de fatores.

Exemplos
% 2r—4y=2(r—-2y) , Vaz,yeR # 22— 220 =2%(1-22%) , Vo eR
# 22 -2x=2(x—-2) , VreR #rx—a?=z(l—-z) , VzeR
*2—y:2—2x%:2(1—%) , VyeR *Z—ﬂ'ZQZﬂ'Z(%—Z) , VzeR.
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Licao 4

Secao 3: Operando com fracoes

1
2 x3

. 2 1
% x3+2x2x1z3(1+x) quando z € R — {0};

#¥2—r=——-—z==x

Elas s3o obtidas da propriedade de distributividade da multiplicacao em relacdo a adicao.

1 212 1
2z 2x 2x

1
xx(l) quando 2 # z € R.
x

(2 - 1) quando z € R — {0};
x

Ed —x:—:<1—2x2> quando 0# x € R;

No quadro a seguir apresentamos algumas igualdades conhecidas como produtos notéveis.

2.1 Produtos notaveis

Igualdade

Exemplo

Dados a,b € R temos:

Dado = € R temos:

(a + b)%2 = a? + 2ab + b2

(z+1)2 =242z +1

(a — b)?2 = a? — 2ab + b2

(2z — 3)? =42®> — 122+ 9

a? —b?>=(a—0b)(a+D)

22 —4=(x—2)(z+2)

(a + b)3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3

(x+2)% =2+ 622 + 122 + 8

(a — b)3 = a® — 3a%b + 3ab? — b3

2z —1)® = 82® — 122> + 62 — 1

a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)

P Hl=(+1)(2>—2+1)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

22 —1=(x—1)(2*+z+1)

3 Operando com fracoes

. ~ a . .
Relembramos que uma fracdo é uma expressao da forma 7 onde a e b s3o nlimeros reais e

b # 0. Exemplos de fracdes:

-3

VB VB w1257

3 7 8 7 67
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Licao 4 Secao 3: Igualdade

3.1 Igualdade

Sejam a,b,c,d€ER com b#0 e d#0 :

a c
- = — < axXxd=bxc.
b d

Essa propriedade pode ser demonstrada usando as propriedades das operacdes de adicdo e
multiplicacdo, vistas no inicio desta licao.

Exemplos

4 2 1,3 5,2

*5227(5) pois 4 x 25 =5 x 20; # - =5 pois 13x8=2x52;

72 2 V2 2 .

fe 2 ; _ : % —- =" pois 3xV2xvV2=3x2.
108 =3 pois 72 x 3 =108 x 2; 3 3\/§p

Para z € R temos:

1 1 1
*x; =3 = 3z+1)=2 = 3+3=2 == T=-3
2¢c x—1
;%ﬁ?: 5 — dr=3@r-1) <= 4dr=3r-3 <= z=-3;
|z _ 1— 2]
*3: 5 — 2z|=3-322] <= 2lz|=3-6lz] <= 8z|=3

<~ |z|=3/8 <<= x=+3/8.

Agora, voltando a igualdade da pagina 25 podemos concluir que, de fato, _77’ = _Lq quando
q # 0 pois (—p)(—q) = pq.

3.2 Simplificacao

Sejam a, b,c€R com b#0 e c#0 :

a c X a

b c¢cXxXb

Note que a igualdade acima segue da igualdade de fracdes. Para ver isso, basta observar
que: axcXb=bxcxa.
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Secao 3: Operacoes com fracoes

Exemplos

2 2xvV2  2xvV2 o o
V2 VExv2 o 2 Ve

1 V3+V2 _VB+V2 ,
VI B VaWaivE | -z VYR
2 2Wh-1)  _2vh-1) V51
VBl (VBHL(VE-1)  5-1 2

6z+1 6(x+1/6)
2 2

3-8z 4(3/4—22) 3

4 4 4 8

3.3 Operacoes elementares com fracoes

Regras de calculo para fracoes

Dados a,b,c,d € R com b,d # 0 temos:

a+c ad be ad + be
o — _ = — _—= —
b d bd bd bd
a c ad be ad — be
O e e = —————
b d bd bd bd
a c ac —a a
e — X — = — o —— = — = —
b d bd b b —-b
° (E)_l—g uando ¢ # 0
d e E '
a c axd ad d 20
e — - — = — - = = uando c .
b d b e g

:7—22:2(§—z> para todo z real.

1
:3(55—1—1/6):3:54—5 para todo = € R;

Importante: Lembre-se sempre dos
seguintes fatos:

= Para somar ou subtrair fracdes,
devemos reduzi-las a um mesmo de-
nominador. E o que fazemos na ta-
bela ao lado.

> Para inverter uma fracdo precisa-
mos que o numerador e o denomina-
dor sejam, ambos, n3o nulos.

> Na divisdo de fracBes, é essen-
cial que a fragcdo divisora seja ndo
nula. Isto é, se estamos dividindo um
nimero real pela fragdo c¢/d deve-
mos ter d # 0 para que a fragcdo es-
teja bem definida e, evidentemente,
também devemos ter ¢ # 0 para que
a fracdo em questdo ndo se anule.

Essas propriedades podem ser demonstradas sem dificuldades a partir das propriedades ja

estudadas.

A divisdo de a

b

c L
por — também é denotada por

d

mo‘w\@

ou

a/b
c/d’
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Licao 4 Secao 4: Leis de cancelamento

Exemplos

§+1_3X3+5X1_9+5_E. 3 2 3 \/3 3x3 3v/3

53 5x3 5x3 15 15’ ST BT S T Bx2 10

5 1 _5x7 4x1 35-4 31 3,2 32 1 32 08 8

4 7T 4x7 4xT7 28 28’ $T+3:TX§Z4X3Z3Z%ZE,
2_5_2X6_5X7T_12—57T. -1 4

5 6 5x6 5x6 30 *(1) =

22 5 22x5 11 r—9 2492 a2_4

3X?_ 3x7 21’ % 1 X 3 = 1 para todo x € R;
2 (-3) 2x(=3) -6 6 3 x  2x 3z 4dx Tz

571 T 5x4 20 w0 10 FatzTgteg 0 VrER

De volta a igualdade da péagina 25, note que de fato —7;) (com g # 0) é o simétrico de % ,
isto &, %p = —% pois:

4 Leis de cancelamento

Na adicao de nimeros reais temos :
at+b=a+c < b=c.

Na multiplicacdao de nimeros reais, quando c¢ # 0 , temos:

aXb=axXxec <= b=c.

Estas propriedades desempenham um papel importante na resolucdo de equacdes.

Exemplos

Para x,y € R temos:
2r+5=5 << 2r=0 <<= 2z2=0;

== &= x=y,
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Licao 4 Secao4: axb=0 <= a=0 ou b=0

Cancelando z na equacdo 3z = 2x obtemos 3 =2...0 que é absurdo.

Conseguimos esse absurdo porque cancelamos o que n3do podia ser cancelado. Repare que da igualdade
3z = 2z (ou seja, 3z — 2z = 0) concluimos que & = 0. Assim, ao fazer o cancelamento, estdvamos
cancelando o fator zero em cada membro da equacdo, o que n3o é permitido pela lei do cancelamento
na multiplicagdo.

41 axb=0 <= a=0 ou b=0

Essa propriedade é uma consequiéncia da lei de cancelamento na multiplicacdo de niimeros reais.
Ela nos garante que: um produto de fatores se anula quando, e somente quando, pelo menos
um dos fatores se anula. Assim, dados a,b,c € R temos:

aXbxe=0 <= a=0 ou b=0 ou ¢=0.
Da mesma forma, dados a,b,c,d € R temos:
aXbXxexd=0 <= a=0 ou b=0 ou ¢c=0 ou d=0.

Como no caso da primeira propriedade do médulo, essa propriedade nos ensina resolver um
tipo especial de equacao.

Exemplos

Para z € R temos:

2z2—-2)=0 <= =0 ou z=2;
z(b4+2)(3-22)=0 <= =0 ou x=-5 ou z=3/2;
2 —1)=0 <= z=1 jdque 2#0;

22+ 2)2+2%) =0 <= 2+2=0 <+ x=-2.
Repare que 2 + 22 nunca se anula. Mais precisamente, 2+ 22 >2, V2 € R;

(22433(1+22°)=0 < (22430} =0 < 22+3=0 <= z=-3/2.
Repare, novamente, que 1+ 222 nunca se anula. De fato, temos que 14222 >1, Vz € R.

r(x+2)4—2%)=0 <= =0 ou z=-2 ou z2=4. Assim,
r(x+2)4-22)=0 <= z=0o0ouxz=-2o0u =42 <= z=0 ou x==2.
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Exercicios resolvidos

. Dado que z € R, efetue:
(a) (2 — 3x) (b) 3z(x® — 222 + 1) (c) (x+2)(x+3)
(d) z(x? + 2) (e) (1 —z)(1+ 2x) (f) (2 —z+2)(3 —x?).

Usando a distributividade da multiplicagdo em relagdo a soma e a subtragdo obtemos:
(@) z(2 — 3z) = 22 — 322.
(b) 3z(23 — 222 + 1) = 32* — 623 + 3z,
() @+2)(z+3)=z(@+3)+2(z+3)=2>+3x+22+6=22+52+6.
(d) 2(2® +2) =23 + 22
(e) 1—2)1+2r)=1+22—2(1+22)=1+22 -2 — 222 =1+ — 222
(F) (@3 —z2+2)(3—22) =233 —2?) —2(3 —2?) +2(3—2%) =32° — 2% — 32+ 2% + 6 — 222
= —2% + 423 — 222 - 32+ 6.

. Determine o sinal sem efetuar os calculos:

(a) (—39) x 1298 (b) (—45) x (—24) x (1)

(c) (=3)% x (=5)° (d) 1’5(3()11) (fe(>?1>

Analizando o sinal de cada fator, concluimos que:
(a) (—39) x 1.298 = —(39 x 1.298) que é um nimero negativo.

(b) (—45) x (—24) x (—1): aqui temos trés fatores com sinais negativos logo, o niimero em quest3o é
negativo, isto é, (—45) x (—24) x (—1) <0.

(c) (—3)3 x (=5)%: aqui temos (—3)3 <0 e (—5)% > 0. Consegiientemente, (—3)> x (—5)% < 0.

d 1,5% x (—2)3 x (1)
) ooy
positivo. Por outro lado, (—2)* > 0 e (—6)” < 0. Portanto, o denominador é negativo. Concluimos
dai que a fragdo em quest3o é negativa.

. aqui temos (—2)% < 0 e (—1)> < 0. Logo, o numerador da fragdo é

. Sejam a,b € R. Determine quais das afirmacoes a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas.
(1) (—a)® é um naimero negativo.

(2) Se ab é um nimero positivo entdo a + b é positivo.

(3) Se a + b é um nimero positivo entdo a e b sdo positivos.

(4) a + 1.000 é um ndmero nao negativo.

Temos que:
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Licao 4: Exercicios resolvidos

(1) Essa afirmag3o é falsa pois quando a = —1 temos que (—a)® = (—(-1))3=1>=1>0.
Vocé poderia colocar outra justificativa:
Essa afirmacio ¢ falsa pois quando a = 0 resulta que (—a)® = 0 e, portanto, ndo negativo.

(2) Essa afirmagdo também é falsa pois para a = —1 = b temos que: ab = (—1)(—1) =1 > 0 mas,
no entanto, a +b=(-1)+ (-1)=-2<0.

(3) Essa também é falsa pois fazendo a =1 e b =0 resultaque a+b=1+0=1> 0 e, no entanto,
a e b n3o sdo ambos positivos, ja que b=0.

(4) Estamos, novamente, diante de uma afirmacao falsa. Para ver isso, basta tomar a = —2.000. Nesse
caso, teremos: a + 1.000 = —2.000 4 1.000 = —1.000 que é um nimero negativo.

. Sejam a,b >0 tais que a® =5 e a® = 12b2%. Determine a razdo de a para b.

E dado que a,b s3o positivos. Para determinar a/b é suficiente determinar uma poténcia
de a/b. Para isso, calculemos:

pois a e b s3o positivos.

. Seja x € R. Sabendo que 7(2z — 5) = 21 calcule 2z + 3.

Para calcular o valor de 2x 4 3 n3o precisamos passar, necessariamente, pela determinagao
do valor de x. Vejamos:

21
T2e-5)=21 = u-5=%5=3 = 2u-5+8=11 = 2w+3=1L.

. Dado que =, € R, fatore as expressoes:
(a) 3 — 3z (b) A2 — 422 (c) 1 — 2z2 (d) z* — 16
(e) 4x — =® (f) = — 8 (g) 8 — z6 (h) (1/73) — z3.

Para fatorar essas expressdes vamos lancar m3o dos produtos notdveis.
(@) 2* -3z =2(2?-3)=z(z—V3)(z+V3).
(b) A2 —42? = (A —22)(\+ 27).
(c) 1—-222=(1—-+22)(1+V22).
(d) 2*—16= (22 —4)(2® +4) = (v — 2)(x +2)(z? +4).
(e) 42—z’ =zx(d—2Y) =22—-22)(2+2%) =2(vV2 - 2) (V2 +2)(2 + 2?).
(F) 23 —8=(z—2)(x? +22+4).
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(g) 8—a25=2—-2®)4+222 +2%) = (V2 —2)(V2 + )4+ 222+ 2%).
(h) %—x‘?: (;—x)<732+j;+x2).

. Dado que =, € R, identifique os produtos notaveis:
(a) 2% — 2 (b) 3 — 2 (c) 2+ 3 (d) =3 + X.

Temos que:

(@222 -3=(v22)"~ (vV3)' = (V2o - V3) (V22 +3).
(b)o® —2=0%— (V2)’ = (2 - ¥2)(a® + V2 x + VT).

(€) 2+2° = (V2)" +2® = (V2 +2) (VI - V22 +2?).

(d) P+ A=+ (VX)) = (2 + VX)) (@2 = VN a+ VA7),

. Sejam a,b € R. Mostre que as igualdades a seguir sao verdadeiras.

b\>  3b?
(1) (@ +b)? — (a — b)? = 4ab (2)a2—|—ab+b2=<a—|—2) +

Para mostrar as igualdades acima, vamos desenvolver um dos membros da igualdade a fim

de obter o outro.
(1) Desenvolvendo o primeiro membro, obtemos:

(a+0b)?—(a—b)%=a?+2ab+b*> — (a®> — 2ab + b?) = 4ab  demonstrando a primeira igualdade.

(2) Desenvolvendo o segundo membro, obtemos:

b\* 30 B 3b?
(a + 2) + v = a’®+ ab+ 1 + v = a?+ab+b*>  como querfamos demonstrar.

. Calcule:

@(2-2)x2 o (22)+2 @i (Poakl) @iexl 2

3 3 ' 5 3

Usando as regras que acabamos de estudar, temos:

3 2 3 10 2 7T 2 14
(@) (=--2)x=(--—|Xc=—-2cx-=—-—.
) 3 ) ) 3 5 3 15
1 2 2,2 ) 6 3 11 30 11 x3x5x2
b (-+-)=+ X =X == =
3 5 22 15 22 3x5Hx2x11

3

0,5 3 1 5 3 2 1 9 10 1 1 1 15
(c) +l==-2x=]= +lz-z]=+=-=Z)=--"+—=-=--"x15=——.
2 ) 3 10 x 2 5 3 4 15 15 4 15 4 4
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12X1o 2
10~ 3 7 TT 7T T

10

d) 1,2
(d) 1.2 % &

2_
=

10. Escreva as expressoes a seguir na forma de uma fracao com denominador inteiro.

V2 1—+3 1 2
(a)iﬁ_1 (b)7ﬁ+\/§ (c)i{,@_1 (d)710+3\/€-

A operagdo que vamos executar sobre as fra¢Ges a seguir é dita racionalizacdo do denominador.

V2 V2(V2+1) 242
Vi—1 (VI-D(2+1) 2-1 =2+ V2.

o) L=V 0-VOWE-vD  VE-VI-3+V6
Bivi: (Biva(E-_vo) 32

(c) Usando a identidade a® — b® = (a — b)(a® + ab + b*) obtemos:

2-1=(WV2) -1=(WV2-1)(V4+V2+1).

(a)

=V3-v2-3+6.

1
Portanto, ﬁ =4+ 24+1.
(d) 2 2(10 — 3+/6) ~ 2(10-3v6)  10—3v6
10+3v6  (10+36)(10—3v6) 100 —54 23
R . a b 2
11. Simplifique a expressao P + a—b aZ_b? sabendo que a,b €R e |a| # |b].

Como |a| # |b|, cada parcela da expressdo acima tem denominador n3o nulo e, portanto,
estd bem definida e temos:

o b a®>  ala—0b) b(a + b) a?
a+b a-b a2—b> (a+b)(a—b) (a—b)(a+b) a2—0b?
ala—"b) bla+b) a®
T2 a2 212
a(a —b) +bla+b) —a®> a®>—ab+ab+ b> — a? b?
- a? — b? B a? — b? T a2

12. Sejam a e b dois nimeros reais distintos e seja c =a — b.

Multiplicando ambos os membros da igualdade ¢ =a — b por a — b

obtemos: c(a — b) = (a — b)?.
Logo: ac — bc = a? — 2ab + b2.
Assim: ac — a? = bc — 2ab + b2.
Portanto: ac + ab — a? = bc — ab + b2.
Conseqiientemente: a(c+b—a) =b(c+b—a).

Cancelando, resulta:

a=>o.
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= Comegcamos com a hipétese a # b e terminamos concluindo que a = b. Onde esta o erro ?
Todas as passagens estdo corretas, exceto a Ultima quando cancelamos o termo c+b —a.

Sendo ¢ =a — b segue que c+b—a =0 e a lei de cancelamento na multiplicagdo nos diz: o fator a
ser cancelado ndo pode ser nulo.

13. Resolva as equacoes em R:

(@ z(x+1)=0 (b) 1 —=z2)z=0

(c) (z*+2)(z—1) =0 (d) 2+ vz)(x>+1) =0

(e) 2—z)(z2—9)(z>+1)=0 (f) 2z — z?)(z® — 3z)(2 — 3z) = 0.
Temos que:

(@) z(z+1)=0 <= z=0o0uz+1=0 <= z=0 ou xz=-1.
Logo, as solucbes da equagdo sdo: 0 e —1.

(b) 1-2Hz=0 += 1-22=0o0u =0 <= 22=1 ou z=0.
Conseqiientemente, as solu¢des da equacdo sdo: 0,—1 e 1.

(c) (@*+2)(z—-1)=0 <= x-1=0 <= z=1, jaque 22+ 2 nunca se anula.
Portanto, a equagdo tem uma Unica solugdo, a saber: 1.
(d) A equagio (2 ++/7)(x?+ 1) =0 n3o tem solucdes pois:

e Para z < 0 sabemos que /x n3o estd definida;

e Para x > 0 temos que 2+ /x e x? + 1 nunca se anulam. Mais precisamente, temos que
2+Vr>2ea?+1>1.

() 2-2)(2? -9 (2> +1)=0 <= 2-2=0o0u 2°2-9=0 < =2 ou 22=9,
jé que 22 + 1 nio se anula. Consegiientemente, o conjunto solu¢do da equagdo é S = {2,3,-3}.
(F) 2z —2H)(2®-32)(2-32)=0 <= 22-22=0 ou 23—32x=0 ou 2—-3z=0.
Por sua vez:

e 2r—2°=0 < z2z2-12)=0 <= 2=0o0u xz=2.

e 1 -32=0 <= 2(22-3)=0 <= 2=0 ou =43 ou r=—-V3.

e 2-3xr=0 << x=2/3.
Portanto, o conjunto solu¢do da equacdo em questio é S = {0,2,—v3,v/3,2/3}.

2

14. Seja a € R. Mostre que a® =1 quando, e somente quando, a =1 ou a = —1.

Temos que: | 2=1 <— zx==1

=1 <— ad*-1=0 <= (a—1Da+1)=0 <= a=1ou a=—1.
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15. Sejam a,b € R. Mostre que a? = b?> quando, e somente quando, a =b ou a = —b.

Como no exercicio anterior, temos que: | Yy =22 <— y=+==z

A=V = a-0’=0 <= (a—bla+b)=0 <= a=bou a=—b.

16. Seja b um nimero real qualquer. Resolva a equacdo z? = b.
Temos dois casos a considerar.

e Caso 1: b<O0.
Nesse caso a equagdo x

e Caso 2: b>0.
Nesse caso podemos aplicar o exercicio anterior e temos:

2 2

= b nao tem solugdes reais pois x~ nao assume valores negativos.

P=b —= 22=() = z=+Vb.
Em resumo, concluimos: a equacdo 22 =b

15 njo tem solugdes reais quando b < 0;
I tem uma dnica solugdo quando b =0, a saber, a solugdo z =0;

w tem duas solucdes distintas quando b > 0, a saber, as solucdes Vb e —v/b .

17. Fatore as expressoes a seguir e determine em quais pontos da reta cada uma delas se anula.

(a) 3z — =2 (b) 2z — 23 (c) z* —9.

Temos que:
(@) 3z —22=2(3—12).
Portanto: 3z —22=0 <= 2(3-2)=0 <= 2=0 ou z=3.
Resulta ent3o que a expressdo se anula apenas nos pontos do conjunto § = {3,0}.
(b) 22 — 23 = 2(2 — 2?).
Assim:
20 —28=0 <= 22-22)=0 <= z=0o0u2?2=2 <= 2=0 ou z==42.

Logo, o conjunto dos pontos onde a expressdo se anula é S = {0,v2,—v2}.

(c) 2* —9=(2® - 3)(2®> +3) = (z — V3) (z + V3)(2® + 3).

Conseqiientemente: 2% —9=0 <= z=+3 ou z=—3, jique 22+ 3 nunca se anula na
reta. Segue entdo que a expressdo sé se anulaem S = {— V3, \/3}
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18. Dados a,b € R sabemos que (a — b)2 > 0. Use esse fato para concluir que a? + b% > 2ab.
Desenvolvendo a expressdo (a — b)? obtemos:
(a=0)2>0 <= a*-2ab+b*>0 <= a®+0b>>2ab

demonstrando o que foi proposto.

a—+b
19. Sejam a,b € [0,00). Use o exercicio 18 para concluir’ que —; > +vab.

Note que a,b > 0 e portanto, \/a e Vb estdo bem definidos. Agora, trocando a por
Vva e b por Vb no exercicio 18 concluimos que

(Va) '+ (Vo) =2a Vb,
Por outro lado temos que (\/5)2 =aqa e (\/17)2 =b. Assim, a+b > 2Vab e conseqiientemente,
a+b

>+Vab quando a,b>0.
20. Dados a,b € R temos que (a + b)? = a? + b? + 2ab. Use esse fato para mostrar que
va?2+b2 <a+b sempreque a,b>0.

Se a,b>0 entdo 2ab > 0 e, conseqiientemente, segue de (a + b)? = a? + b? + 2ab que
(a+b)?>a?+b% ouseja, 0<a®+0b?><(a+b)? Logo,

\/a2+b2 S\/(a+b)2 =a+b pois a,b>0,

concluindo o que pretendiamos.

21. Use o exercicio 20 para mostrar que va +b < y/a + Vb quaisquer que sejam a,b > 0.

Como a,b > 0 segue que /a, Vb est3o bem definidos e Va, Vb > 0. Assim, trocando a
por \/a e b por Vb no exercicio anterior, concluimos, imediatamente, que

Va+b <\a+ Vb paratodo a,b>0.

'Dados niimeros reais a,b > 0 dizemos que (a -+ b)/2 é a média aritmética desses niimeros e que vab é a
sua média geométrica. Esse exercicio mostra que para dois nlimeros reais ndo negativos, sua média aritmética é
maior ou igual a sua média geométrica.

82



. Dado que x € R, desenvolva as expressoes:
(a) z(2z — 1)

(b) (1— o)z +1

() 1—(x—1)2?

(d) (1+2)(1 —22?).

. Fatore as expressoes em R:

(a) 22 -2

(b) 223 — 322

(c) (:17‘7 1)2—x+1
(d) |2 — 2]

. Dado que z,z,t € R, identifique os produtos
notdveis na lista a seguir e fatore as expressoes.
(a) 4 — 12z + 922

(b) 1+ 222 + x4
(c) 223 +3
(d)1- 8t3

(e) Jaf® -

. Seja a € R. Mostre que:

ot —at = (z -

a)(z® + az? + a*x + a®)
para todo x € R.
. Seja a € R. Mostre que:

= (- a)(a*

para todo z € R.

5 5

z°—a + ax® + a*x? + a®x + a*)

. Formule um exercicio semelhante ao anterior,
trocando o expoente 5 por 7. Demonstre a iden-
tidade que vocé propde.

. Generalize o resultado do exercicio 5 para um ex-
poente inteiro positivo qualquer. Prove a gene-
ralizacdo que vocé propde.

. Use a identidade dada no exercicio 4 para mos-

trar que

4 4

vt —a* = (v +a)(2® — ax® + a*z — a®)

quaisquer que sejam a,x € R.
. Use o resultado do exercicio 5 para mostrar que

2,.2

25 +a® = (z+a)(z* — az® + a®2® — az + o)

quaisquer que sejam a,r € R.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Generalize o resultado do exercicio 9 para um ex-
poente inteiro positivo qualquer. Prove a gene-
ralizacdo que vocé propde.

Sejam a,b € R. Mostre que

(a4 )3 — (a—b)3 = 2b(3a® + b?).

Use o resultado do exercicio anterior para con-
cluir que
(a+b)3 + (a —b)3 = 2a(3b* + a?)

quaisquer que sejam a,b e R.

Calcule:

(@) g3+ (G-21x3)
(b) 24 x§ -2 + &4
(c) 3,02 =+ 0,02
(d) 032 - 0,201 -7

() 35— 11 +15+3

Escreva as expressdes a seguir na forma de uma
fracdo com denominador inteiro.

V5 2+42
(@) Z7 b 5%

1 2
Oma1 Osam

Simplifique a expressao

(2+V3)(3 - V3)
2-V3)(3+V3)

Calcule

V3+V2 | T+4V3
V2-V3 T 3-v2

Coloque as expressdes abaixo na forma de uma
fracdo:

(@ (G- $)(F +1)
(c) ¥=2(1- %)

(6) (£ =) &

T2—1 T+1
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19.

20.

21.

22.

23.

Licao 4 : Exercicios

Sabendo que z/y =5 e que x,y sdo nimeros
reais negativos, calcule:

(a) 2 (b) 3
() 2vVE =7 (d) 2t

Sabendo que a,b sdo dois ndmeros reais distin-
tos, simplifique a expressao
b b3
a—b ad3—-0b"

O‘@‘\@

Sejam a, b, ¢ € R*. A afirmacio

PR

verdadeira ?

Aqui R* = (—00,0)U (0,00).

Sejam a,b € R* e considere a fracdo a/b.
Diga quais das afirmacdes sdo falsas e justifique
suas respostas.

(1) Multiplicando o numerador e o denominador
por um mesmo nimero real nao nulo nao al-
teramos o valor da fragdo;

(2) Adicionando um mesmo nidmero real ao nu-
merador e ao denominador n3o alteramos o
valor da fracdo;

(3) Diminuindo de duas unidades o numerador
e o denominador n3o alteramos o valor da
fracdo;

(4) Dividindo o numerador e o denominador por
um real n3o nulo podemos alterar o valor da
fracdo.

Na figura a seguir a drea da regido compreen-
dida entre as circunferéncias vale % da area da
circunferéncia menor. Qual é a relagdo entre o
raio da circunferéncia maior e o da menor?

Resolva as seguintes equagdes em R.
(a) 2z —1)(|z| =3) =0

(b) (z2 —4)(3—2)=0

() 2z —2H)(2—|z—1))=0

(d) (Jz] —2)v2—2 =0.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Seja a € R. Use o exercicio 14 da lista de E-
xercicios Resolvidos para mostrar que: a* = 1
quando, e somente quando, a = +1.

Seja b € R. Use o exercicio anterior para resol-
ver a equacdo z* = b em R. Apresente uma
solucdo similar aquela que fizemos no exercicio
16 da lista de Exercicios Resolvidos.

A expressio z° + 2t + a2+ 22+ 2+ 1 é sempre
positiva para z € R?

Mostre que
P4ttt e+l =% +r+1)(2®+1)

para todo = € R. Use esse resultado para deter-
minar onde a expressdo z° +zt 423+ a2+ +1

e se anula;
e ¢ positiva;

e ¢ negativa.

Dado que =,z € R, fatore as expressdes:

(a) 223 — 1
(b) 8 —|2[*
(c)1—2a”
(d) 2% -1
() 2" —x.

Mostre que as igualdades a seguir sdo verdadei-
ras.

@l-z=0+z)1—-yz) , YVe>0.
(b) 1-Je| = (1 /e (1~ /Ia]) , VR
(c) 2—1= (Jz—1)(Va2+Jz+1) , Vo eR.

Volte ao exercicio 19 da lista de Exercicios Re-
solvidos para responder as seguintes perguntas.

(i) Quando é que a média aritmética de dois
nldmeros reais positivos é maior do que a
sua média geométrica ?

(i) Quando é que a média aritmética de dois
nimeros reais positivos ¢ igual a sua média
geométrica ?

Sejam a,b € [0,00). Pergunta-se: quando é
que va?+b% éiguala a+b?

Sejam a,b € R. Pergunta-se: quando é que

VaZ £ b2 éigual a Va2 + Vb2 ?
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33.

34.

35.

Licao 4 : Exercicios

Sejam a,b > 0. Mostre que nesse caso temos 36. Use o exercicio anterior para mostrar que

que
Va2 +b2 <a+b.

Mostre que va? + b? < |a| + |b| quaisquer que
sejam a,beR.

Va+b < a+ Vb quando a,b>0.

Sejam a,b > 0. Mostre que S . .
37. Proponha exercicios similares aos dois anteriores,

Va3 +b <a+b. trocando 3 por 4, e resolva-os.
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Expressao decimal

1 Nudmero decimal

Ndmero decimal é todo nimero real que pode ser escrito na forma

jzl%q onde p,q sdointeiros e p,q>0.

Lembre-se que 10° = 1. S3o exemplos de niimeros decimais:

o 2 ‘ 7T 21 4237 213.729
100 7 10 103 7 102 ' 104

Também os escrevemos na forma:

7 21 4237 213729
— =07 ; ——=-0,021 ; = 42,37 ; ———— = —21,3729
10 ’ ’ 103 ’ ’ 02 —— ’ 104 ——
expressao expressao
decimal finita decimal finita

isto é, na forma de uma expressdo decimal finita ja que é constituida de um nimero finito de
casas decimais.
Repare que os niimeros a seguir também sao nimeros decimais:

1/ 5 21 42 441 ( 1.764
S l=== L o (= =a2) ) o (== =1764) .
2 < 10 0’5> 5 < 10 ’ ) T25 < 02 0 >

De fato, nao é dificil demonstrar que os niimeros decimais s3o aqueles que podem ser escritos
na forma:

29 x B onde p,q,r saointeiros e p,q,r >0.

Uma maneira de reconhecer um niimero decimal, dado na forma de uma fracdo de niimeros
inteiros, é determinando a forma irredutivel dessa fracdo. Ele é um nimero decimal se, e



Licao 5

Secao 2: Expressao decimal

somente se, o denominador dessa fracdo irredutivel possui, apenas, fatores da forma 29 ou 5"

onde g e r sdo inteiros mai

Exemplos

ores ou iguais a zero.

Segundo a defini¢do, todo niimero inteiro n é um ndmero decimal ja que ele pode ser colocado na forma

+]n|/10°.

Concluimos também da observ

nimeros decimais ja que no denominador temos apenas os fatores 2 ou 5.

As expressoes decimais associadas aos niimeros do exemplo anterior s3o:

213
= = 21
05 0,00213
11.253 11253 x2
27 x 58 108 o
1 25
No entanto  —~ ; — ;
o entanto 3 R

) , 213 1201 22003  11.253
acao anterior que 1705 ) o4 ) 53 X —m Sao
1.201 1201 x 5*  750.625
’ 21 21 x 54 T
22.003 22.003 x 23 176.024
22 ; = = =1 24 .
0,00022506  ; = o o 76,0
22 x32x11®8 decimais poi fractes irredutivei
——s 5 — N numer m r rr
53 % 132 a0 Sa0 numeros decimals pols essas tragoes Irreautivels

possuem no denominador poténcias com bases diferentes de 2 e de 5.

2 Expressao

decimal

Podemos associar a cada nimero racional (decimal ou ndo) uma expressdo decimal. Para isso
usamos o Algoritmo de Euclides como nos quadros a seguir:

€ escrevemaos,

21
— = 1,3125
expressao

decimal finita

999
5,2142 ...

21 16 5209
16 1,3125 4995
50 2140 4
48 1998
20 1420
16 999
40 4210
32 3996
80 2140
80 1998
0 1420

Inicia-se a repeticao
dos algarismos

13.125 ‘
107 ’

5209
999

expressao
decimal infinita

= 5,214214214 ...
| S ——
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Licao 5 Secao 2: Expressao decimal

No primeiro exemplo temos um nimero racional com uma expressdo decimal finita, ou seja,
um nimero decimal. No segundo, temos um ndmero racional cuja expressdo decimal € infinita e
periddica; trata-se de uma dizima periddica. Em ambos os casos, a parte da expressao decimal
apos a virgula é dita parte decimal e aquela anterior a virgula é denominada parte inteira.

N3o é muito dificil demonstrar, usando o Algoritmo de Euclides, que os niimeros racionais
podem se apresentar, em termos de expressdes decimais, sob duas formas, ndo exclusivas:

1= ou admitem uma expressdo decimal finita e nesse caso estamos diante de um nudmero
decimal ;

1= ou admitem uma expressdo decimal infinita e periddica, e nesse caso estamos diante de
um dizima periddica.

Alids, dentre os nimeros reais, apenas os nimeros racionais admitem expressoes decimais
como descrito nos dois itens acima. Assim, uma pergunta natural é a seguinte:

dada uma expressdo decimal finita, ou infinita mas periddica,
qual fragdo de inteiros ela representa 7

Quando a expressdo decimal € finita, a questdo é simples:

107 23 12.234

1,07 = — ; —-0,023 = —— ; 12,234 =
’ 102 ’ ’ 103 ’ ’ 103

Consideremos agora, a expressdo decimal 12,0134343434 ... a qual é infinita e periddica.
Ela também é denotada por 12,0134 onde 34 significa 34343434...

Qual fracdo de inteiros essa expressdo decimal representa ?

Seja x =12,013434...
Multiplicando ambos os membros da igualdade por 10* e 10?, e subtraindo, obtemos:

1042 = 120134,34343434343434. . ..
1022z = 1201,34343434343434 . ..
10%2 — 1022 = 120134 + 0,343434 ... — 1201 — 0,343434. ..
120134 — 1201

= 118933.
Conseglientemente,
~ 118933 118933  118.933  118.933
© 104 —102  10%2(102—1)  102x 99  9.900
118.
Assim, a expressdo decimal 12,0134343434... representa a fracdo 989833 .
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Licao 5 Secao 2: Expressao decimal

Os argumentos que acabamos de usar para descobrir qual racional tem a expressdo decimal
12,0134343434 ... adapta-se a qualquer expressdo decimal que seja infinita e periddica.

Guarde a magia da solugdo: a multiplicacio de = por 10* e 10?2 teve como objetivo
produzir duas expressdes decimais distintas com a mesma parte decimal. Assim, a diferenca
dessas expressdes decimais serd um numero inteiro.

A fracdo irredutivel que representa uma dizima periddica é dita sua geratriz.

Os irracionais também possuem expressGes decimais as quais sdo infinitas e ndo periddicas.
Em particular, sobre as representacdes decimais de 7, de /2 e de /5 temos:

T = 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923 . ..
V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379 . ..
VB = 2,2360679774997896964091736687312762354406183596115257242708972454 . . .

Repare que n3o podemos fazer com os irracionais a magia que fizemos com as dizimas
periddicas, pois falta aos irracionais a periodicidade na parte decimal.

Repare também que o nimero decimal 3,141592653589793238 é um valor aproximado para
7. Mais precisamente, temos que:

™ —3,141592653589793238 = 0,000000000000000000 4626433832795028841971 . ..
18 (Il'rgitos 18 digitos

Consequentemente, teremos:

7 — 3,141592653589793238 < 0,000000000000000001 = 1078
17 digitos

T — 3,141592653589793238 > 0, 000000000000000000 1 = 10"
18 digitos

Podemos refinar mais ainda esta aproximag¢do usando um ndmero muito maior de casas
decimais.

Alids, um dos aspectos da harmonia a qual citamos quando falamos dos ndmeros racionais
e irracionais, na pagina 25, é exatamente o fato de podermos aproximar, indefinidamente, cada
nuimero irracional por nimeros decimais, como observado acima, no caso do nimero .

De forma um pouco mais precisa: dado um nimero irracional A qualquer, podemos encon-
trar um niimero decimal b tal que a distancia entre \ e b seja inferior a 10719 ou inferior a
10100000 6 inferior a 10710 | etc.

Exemplos

O racional 1/3 n&do é um ndmero decimal pelos argumentos acima mencionados. Sua expressdo decimal
¢é a dizima periddica 0,333...

O ndmero real  0,01001000100001000001 000000 1 0000000 1 00000000 1 000000000 10000... ndo é
—_———— ——  —/ — — —

6 digitos 7 digitos 8 digitos 9 digitos
um ndmero racional pois sua expressao decimal, apesar de infinita, ndo é periddica, por construc3o.
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Licao 5 Secao 2: Expressao decimal

Note também que se substituirmos os 500 primeiros digitos da parte decimal pelo digito zero, no exemplo
anterior, continuamos com um ndmero irracional. Mais precisamente, dado um nimero inteiro positivo
n qualquer, se substituirmos os n primeiros digitos da parte decimal pelo digito zero, no exemplo do
item anterior, continuaremos com um ndmero irracional, pois a expressao decimal continuard infinita e
ndo periddica. Além disso, o irracional obtido é positivo e inferior a 10™" . Fantdstico!!l Com este
processo acabamos de criar nimeros irracionais t3o préximos do zero quanto quizermos !!!!

0,0000...000...100...010...<0,0000...001 =10"".
—_— ——

n digitos zero n—1 digitos

De fato, dado um ndmero racional qualquer podemos usar estd operacdo para construir nimeros irra-
cionais t3o préximo quanto quizermos do niimero racional dado!! Ainda n3o vimos, mas veremos mais
adiante que a soma ou diferenca de um nimero racional por um nimero irracional tem como resultado
um ndmero irracional.

Também poderiamos criar niimeros irracionais proximos de zero ao considerarmos nimeros irracionais
da forma 107™/2 ou entdo v/2/n onde n é um inteiro positivo. A medida que aumentamos o inteiro
n obtemos nlimeros irracionais cada vez mais préximos de zero. Veremos mais adiante que o produto
de um ndmero racional ndo nulo por um ndmero irracional produz um nidmero irracional.

Pela mesma razdo o ndmero real 1,12112111211112111112111111211111112111111112... €
—_—— T

5 digitos 1 6 digitos 1 7 digitos 1 8 digitos 1
um ndmero irracional.

Pela mesma razdo o niimero real 0,1234567891011121314151617181920212223 ... é um ndmero
1a10 11220

irracional.

O racional 17/5 é um nimero decimal pelos argumentos anteriormente mencionados e sua expressio
decimal é 3.4.

Vamos repetir a magia exibida nesta secdo para determinar a geratriz da dizima 0,9999...

Para isso, seja = 0,9999. ..

Assim temos :

10z = 9,999999999. ..
z = 0,999999999. ..

10z —xz = 940,9999999... —-0,9999999... =9

Dai concluimos que =z = 1, ou seja, 0,9999... também é uma expressao decimal para o nimero 1.
Podemos repetir esse processo, para associar a todo nimero decimal uma dizima periddica. Por exemplo:

2,357 = 1072 x 2357 = 107°(2356 + 1) = 10?(2356 + 0,9999 .. .)
= 107" x 2356,9999. .. = 2,356999999 . . .
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Licao 5 Secao 3: Notacao cientifica

3 Notacao cientifica

Para facilitar a escritura de niimeros decimais muito grandes ou muito préximos de zero, utiliza-
se varias notacdes. Uma delas é a notacdo cientifica que é da forma

+bx 10™

onde m é um numero inteiro e b é um ndmero decimal tal que 1 < b < 10. Nesse caso,
dizemos que a ordem de grandeza de b x 10" é 10™ e que —b x 10™ tem ordem de grandeza
—10".

Exemplos

Em notacdo cientifica:
% 125,23 & escrito como 1,2523 x 102;

% 0,00032 é escrito como 3,2 x 107%;

# —1012000 é escrito como —1,012 x 105;

# A massa de um eletron é de aproximadamente 9,1093822 x 10~3! kg ;

# A velocidade da luz que é de aproximadamente 300.000 km/s é escrito como 3 x 10% km/s;
% O nimero de Avogadro, muito usado na quimica vale 6,02 x 10?3 aproximadamente;

# A massa do Sol é de 2 x 10%° kg aproximadamente.

A ordem de grandeza de

%120 x 109 é 10 pois, em notagdo cientifica, temos 120 x 10° = 1,2 x 1011 ;

% 5.501,34 x 102° é 10?3 pois, em notac3o cientifica, temos 5.501,34 x 10%° = 5,50134 x 1023 ;

# 602,002 x 10730 é 10728 pois, em notacdo cientifica, temos 602,002 x 10730 = 6,02002 x 10728,

Exercicios resolvidos

. Quais dos niimeros a seguir sao nimeros decimais ?

5 33 2 4 22 213 226 125
a) - b) — c) — d) - e) — f) — - h) — .
@, O, © @ @ O-0 @-° "
Depois de colocid-los na forma de uma frac3o irredutivel, devemos verificar quais deles sao
da forma + 2 i B onde p,q,r sdo inteiros maiores ou iguais a zero. Seguindo essa regra, podemos

concluir que:
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Licao 5: Exercicios resolvidos

5 22

(a) 3 é um nidmero decimal ; (e) T 2 é um nimero decimal;
33 3x11 11 213 3xT71 .

(b) = ﬁ =5 é um nidmero decimal; (f) BT Yl rave- ndo é nlimero decimal ;
2 226 226 , .

(c) 0" 37 n3o é um nimero decimal ; (2) ~ 20 = "z, g &um nimero decimal.
4 22 125 53
4_27 . N h _ “ Lo ,

(d) £ = €um nimero decimal; (h) 35 = 57 Ndo é niimero decimal.

. Escreva os nimeros decimais a seguir na forma de uma fracao irredutivel:

(a) 2,22 (b) 52,5 (c) 14,354 (d) 0,0025.

Em cada item a seguir, a fragdo a direita estd na forma irredutivel pois as bases das poténcias
no denominador n3o dividem o numerador.
222 111 _ 111

2,22 = =—=—;
(@) 2.22= 765 = 50 = 2w
525 525 3x52x7 3x5x7 105
b) 52,5 = = = = =
(b) ’ 10 2x5 2x5 2 2
14.354 14.354 2 1 .1
(c) 14,354 = 554 14354 2x 717 T onde a dltima fracdo esta na forma irredutivel

1000 22 x5  22x58 22X 5D
pois 7.177 néo é divisivel por 2, nem por 5.

25 52 1

103~ 23 x 55  23x5°

(d) 0,025 =

. Dé a expressao decimal dos seguintes nimeros:

(@) 32 x 103 (b) 0,3 x10"2  (c)23x10~* (d) 1/0,25 (e) 2/21  (f) ?

Em cada item a seguir o nimero a direita dd a expressao decimal procurada.

(a) 32 x 10 = 32000. (c) 23 x 107* = 0,0023..

: @ 55 = 957100 = 25~
(b) 0,3 x 1072 = 0,003 025 25/100 25

2 _
(e) 3= 0,095238 obtido, dividindo-se 2 por 21.

13 E—
(f) - = 1,857142 obtido, dividindo-se 13 por 7.

. Determine a geratriz das seguintes dizimas periddicas e escreva a resposta na forma de uma
fracao irredutivel.

(a) 17,12 (b) 1,5631 (c) 0,9 (d) —12,253.
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Vamos voltar a3 magia da solugdo exemplificada na pégina 88.
(a) Seja = 17,121212.... Multiplicando = por 10? e calculando a diferenga 10?2 — 2 obtemos:
992 = (10 — 1)z = 10%z — = = 1712,1212... — 17,1212... = 1712 — 17 = 1695..

Portanto,
1695 3 x5x113 5x113

99 32x11  3x1l

17,12 = que esta na forma irredutivel.

(b) Seja z = 1,5631631... Multiplicando z por 10* e por 10, e fazendo a diferenca teremos:
9.990 2 =102 x 999 = 102 (10®> — 1) = 10* z — 10 z = 15.631,631631 ... — 15,631631 ... = 15.616..

Logo,

15616 28x61 27 x61
LSBT = 00 = 5w = o que esté na forma irredutivel.

(c) Seja w =0,999... Multiplicando w por 10 e calculando a diferenca 10w — w teremos:
Jw=10w —w=1999...—0,99...=9.
Consequentemente, w =1.

(d) Seja y = 12,25353... Multiplicando y por 10% e por 10, e calculando a diferenca 103y — 10y
teremos:

990y = 10y (100 — 1) = 103y — 10y = 12.253,5353 ... — 122,5353 ... = 12.131
_ 12.131 12.131
Logo, —12,253 = TT990 - 3% x5 <1l que estd na forma irredutivel pois 12.131 nao é

divisivel por 2, nem por 3, nem por 5 e nem por 11.

. Calcule:

(a) 6,202 — 4,2 (b) V4,16 (c) 0,1 x 1,2.

Temos que:
(a) 6,202 —4,2=6,20+0,00222... — 4,22 — 0,00222... = 6,20 — 4,22 = 1,98.
(b) Seja x =4,1616... e considere a diferenca 10%z — x:

99z = 102z — ¢ = 416,1616 ... — 4,1616 ... = 412.
Assim,
412 22 x 103 — 2 /103
41616.. = — = —— — 4,16 = =/ — .
’ 99 32 x 11 ’ 3V 11

(c) Seja z=0,111... Assim, temos':

9:=102—z=111...—0,11...=1 =— z=1/9.
'O mesmo tipo de prova também mostra que: 0,222... = 2 =2x0,111... ; 0,333...=3 =3x0,111...
0,444 ... = % =4x0,111... e assim por diante, até obtermos 0,999... = g =9x0,111...
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Resulta ent3o que:

o 1 1
0T x 12 =0,111... x 1,222 = 5 X (14+0.222...) = 5 x (1+2 x 0,111...)
1 N1 11 11
=-x (142 7)—7 -
9X< TEXG)T 9% 9 T

. Escreva os nimeros a seguir usando a notacao cientifica e dé sua ordem de grandeza.

(a) 100.000.000 (b) 2,0102 x 10—2° (c) —0,213 x 107
(d) 0,13 (e) 0,001% (f) 0,000001 5.

A notac¢do cientifica é da forma £bx 10™ onde n é um inteiroe 1 < b < 10 é um nimero
decimal. O fator 10™ é a ordem de grandeza. Assim, teremos:

(a) 100.000.000 =1 x 10® = 10® e a ordem de grandeza é 108.

(b) 2,0102 x 10720 j3 est4 escrito em notag3o cientifica e a ordem de grandeza ¢ 10~2Y.

(€) —0,213 x 107 = —2,13 x 10° (e) 0,001% = (1073>4 _10-12
£ 106
e a ordem de grandeza ¢ 107. e a ordem de grandeza ¢ 10712
3 —6
(d) 01%=(1071) =107 (F) 0,000001° = (107°) "~ = 10%

e a ordem de grandeza ¢ 1073. e a ordem de grandeza ¢ 103C.

. Efetue os calculos e exprima o resultado em notacao cientifica:
0,0000002

(a) 0,0000021 x 8.000 (b)
50.000

(c) (0,0000009)2.

Temos que:
(a) 0,0000021 x 8.000 = 2,1 x 1075 x 8 x 10*> = 16,8 x 1072 = 1,68 x 1072

~0,0000002 20 x 10°8

= - = —4x 10712
(b) ——=5 500 5 % 10° x

() (0,0000009)% = (9 x 10-7)* = 92 x (10-7)* =81 x 10~ = 8,1 x 10~13.

. Use a notacao cientifica e simplifique as expressGes a seguir.
(a) +/0,0000002 x 0,0002 (b) 2 x 10'% — 0,3 x 105.

Temos que:

1/2 1/2
(a) /0,00000002 x 0,0002 = (2 x 1078 x 2 x 10*4) - (22 x 10*12) = 2x10°.
(b) 210 — 0,3 x 101> = 10'5(2 x 10 — 0,3) = 19,7 x 10'5 = 1,97 x 10'S.
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9. Considere a dizima periédica 3,080808...
Pergunta-se: qual o nimero minimo de digitos 8 deve ter o nimero decimal b = 3,0808...08
para que a diferenca
3,0808...—3,0808...08 < 107207

Note que quanto mais digitos 8 tiver o nimero b menor serd a diferenca acima citada.
Temos que:

3,080808... —3,0808...08 = 0,000...0000808...=10"2" x 0,0808... < 10720,

10 digitos 8 20 zeros

Assim, se o niimero b tiver 10 digitos 8 entdo a diferenca citada no problema serd inferior a 10720,
Resta saber se 10 é o nimero minimo de digitos !!

Para isso, vejamos o que ocorre se o nimero b tiver apenas 9 digitos 8. Nesse caso temos:

3,080808...—3,0808...08 =0,000...0000808...=10""8 x 0,0808...
9 digitos 8 18 zeros

=10"20 x 8,0808... > 1072,

Portanto, o nimero minimo de digitos que b deve ter é 10.

10. Use parte da expressio decimal de /5 para construir um nimero decimal cuja distancia 3 v/5
seja inferior a 1073% e superior a 10731,

Como vimos na pdgina 89:
V5 = 2,236067977499789696409173668731 27623544061835961152572427 . ..

Temos entdo que:

V5 — 2,236067977499789696409173668731 = 0, 000000000000000000000000000000 276235440618359 . . .

30 digitos 30 digitos

Consequentemente,

V5 — 2,236067977499789696409173668731 < 0,00000000000000000000000000000 1 = 10~>°

30 digitos 29 digitos
V5 — 2,236067977499789696409173668731 > 0, 0000000000000000000000000000001 = 10~
30 digitos 30 digitos

Portanto, o niimero decimal 2,236067977499789696409173668731 estd a uma distancia de /5 que é
inferior a 10730 e superior a 1073!.
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. Quais dos nimeros a seguir sdo nimeros deci-
mais ?

(2) 55 (b) 45 () 15
(d) =55 (e) 132 (f) 2%

. Escreva os nimeros decimais a seguir na forma
de uma fragdo irredutivel.
(a) 2,211 (b) 0,223
(d) —3,2122  (e) 11,121

(c) —0,012
(f) 2,2213.

. Dé a expressao decimal dos seguintes niimeros:

(a) 23 x 1073 (b) 0,223 x 103
(c) —3,21 x 1072 (d) 11,121 x 10°.

. Calcule a geratriz das seguintes dizimas periédi-
cas.

(a) 23,21
(c) —3,21201
() 0,0011229

(b) 0,22012
(d) 11,12152
(f) —2,21214007 .

. Escreva as expressdes a seguir na forma de uma
fracdo irredutivel.

0,6
(a) 3,75

0,025
2,025

3,002
0,0012 °

(b) (¢)

. Qual o menor inteiro k que satisfaz a condicdo
0,0010101 x 10* > 1?

. Efetue os célculos e dé a resposta na forma de
uma fragdo irredutivel.

(a) 2,0404... +1,0202. ..
(b)21-12
(c) 21,21/7,7
(d) Va1

(e) (2,111...)2.

10.

11.

12.

13.

. Complete os itens:

@ ..... e =2312x107°

(b) 0,00002376 = 237,6 x 10~

(c) 21235,89034 = ........ s x 10710

(d) 100021387945,70001 = .......... . x 1015
[ I e =0,001010155 x 10%.

Use um software adequado para determinar a ex-
pansdo decimal de 232

145"

Escreva os nliimeros a seguir, usando a notacao
cientifica e dé suas ordens de grandeza.

(a) 0,32626 (b) 11,23 x 1073
(c) 21001002,2 x 10710 (d) 0,0002111 x 10°
(e) 0,0000014 x 10® (f) 2,3737.

Use a notac3o cientifica para facilitar os calculos
indicados a seguir e exprima o resultado em
notac3o cientifica.

(a) 0,22 x 15000
(b) 10,2 x 0,00012
(c

(d

(

)
) 21001002,2 x 5000
) 0,0002111 x 60000
e) 0,0000014 x 0,00000007
(f) 2,3737 x 0,00000005 .
Expresse 6.400.000.000/0,0004 em nota¢do ci-

entifica.

Escreva as fragdes a seguir como dizimas
periddicas.

(a) 2/7 (b) —35/49
(c) 101/165 (d) 23/11
(e) —100/99 (f) 23/12.



Relacao de ordem

Na Licdo 2 introduzimos as no¢oes de desigualdades e de estimativas quando tratamos da repre-
sentacdo dos nlmeros reais na reta. Fizemos isso na secao 3 daquela licao e 1a apresentamos

algumas defini¢Ges e propriedades que relembraremos aqui.

Definicao. Sejam a e b dois nimeros reais, vistos como pontos da reta orientada.

e Dizemos que a € menor do que b, e escrevemos a < b, quando a estd a esquerda
de b na reta orientada;

e Dizemos que a € maior do que b, e escrevemos a > b, quando a esta a direita
de b na reta orientada.

Segue imediatamente da definicdo acima que: a >b <= b<a.

1.0 1 2 3
Uyl

a < b -3 <—2

Para indicar que a é menor ou igual & b escrevemos: a < b. Analogamente, escrevemos

a > b para indicar que a é maior ou igual a b.
Dizemos que a <b , a>b , a <b e a > b sdo desigualdades e que as relagdes “<" ,

YU, ">" e "> sdo relacées de ordem.
Quando um ndmero real ¢ é, simultaneamente, maior do que a e menor do que b escre-

VEmos:
a<c<b ou, equivalentemente, b>c>a.
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Licao 6: Relacao de ordem

Uma tal desigualdade é uma estimativa para o valor de c¢. Dizemos também que a e b
s3o aproximagBes para c¢: a é uma aproximagdo para c¢ por valores menores (ou por falta) e
b é uma aproximagao por valores maiores (ou por excesso).

Nesse sentido, as extremidades de intervalos limitados da reta s3o estimativas para os pontos
do intervalo. Por definicdo temos:

a€(3,4) < 3<a<di.
Quando temos uma desigualdade do tipo a < b ou a < b dizemos que:
e b é uma majoragdo para a ou que b é uma cota superior para a;

e o é uma minoracdo para b ou que a é uma cota inferior para b.

Exemplos

V2 <2 % 0>—1 # 0,25 < /0,25
14<vV2<15 % /3 < -2 #4-2V/2<4-/2
3<m<4 # —2<0<} # 5>
—4<-—m<-3 % 23 < 232 % 0,42013 < 0,4201301 .
3,1<7m<32 # 0,25 > (0,25)? % 20234 > 2,023
Vi>\3>2 # 23> 4/23 # —1,233 < —1,232.

Com significados e nomenclaturas semelhantes aos de a < x < b escreveremos:

a<z<b ; a<zx<b ; a<z<h.
Exemplos
1<v2<2 V2> V2 #1>09
2<2 % V/3>42 % 1,1001 > 1,1
4>71>3 # 0,02>0> -1 % —5,01 < —5,009.
—V2> -2 % -1 < -3 % 2,001 > 2,00099
—6< —5< =2 % —/3< V2 # /1,234 <1,234
~6,30 < —27 < —6,28 # 05< 3 % /0,81 > 0,81.
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Licao 6 Secao 1: Propriedades da relacao de ordem

1 Propriedades da relacao de ordem

A primeira propriedade também é verda-
deira quando trocamos “< " por “< ", por
“>" ou por “>". Ela é conhecida como
i sea<beb<centio a<c. propriedade transitiva da relacio de ordem.

Dados a, b, c € R temos:

i sea<bea>bentio a=>.

a < b < ¢

Representacio grafica da transitividade

Dados a, b € R apenas uma das alternativas ocorre: a=b , a<b , a>b.

Exemplos

Dados z,y,a,b € R temos:
% Serx<2e2<yentior<y. % Se a+b < 3e3 < 2aentioa+bdb< 2a.
# Serx<mewn<xentio x=m. # Se a<bentio a<b.
# Sey<3ed3<z+lentioy<z+l1. % Sex >yey >mentdor > w.

@ Nota: Escrevemos a £ b para indicar que a ndo é menor do que b. lsso significa que
a=2>b ou a>b, isto é:

adb < a=boua>b < a>hb.

Analogamente: a £ b <= a > ).

Além das propriedades vistas acima, temos ainda:

Dados a,b,c € R temos: De v/5 < 2,23 podemos concluir que:
w a<b < at+c<b+ec w /54+1<223+1.

Quando ¢ é positivo temos:

w a<b < aXc<bxXc w1 x5 < x 223

Quando ¢ é negativo temos:

w a<b < aXxXc>bxc w —21x+v5 > —21x223.
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Licao 6 Secao 2: Outras propriedades

Essas trés propriedades continuam verdadeiras quando invertemos os sinais das desigual-
dades. Elas também continuam verdadeiras quando inserimos o sinal de igual, isto é, quando

<" por “<" e “>" por “>"

trocamos

2 Qutras propriedades

Como conseqiiéncia das propriedades anteriores temos as regras enunciadas a seguir onde
a,b,c,deR.

Dados a, b, c, d Quando a, b, c, d Quando a, b sio
quaisquer temos: s3o positivos temos: positivos temos:
a < b (+) a < b (X) 1
c<d c<d a < b <= — > b
a
at+c<b+d aXc<bxd

Essas trés regras continuam verdadeiras quando invertemos os sinais das desigualdades.
Elas também continuam verdadeiras quando inserimos o sinal de igual, isto é, quando trocamos

g < por b S ” e > por “ Z "
Além disso podemos provar as regras a seguir, usando as regras acima.

Dados @, b, c, d Quando a, b, c, d
quaisquer temos: sdo positivos temos:
a <b a<b

+
c<a® c<a™
at+c < b+d aXc < bxd

@ Atencao: N3o subtraimos nem dividimos desigualdades de mesmo sinal. Veja os exercicios 15
e 16 a seguir.

Enunciamos agora mais trés regras, consequéncias das regras anteriores.

Quando a, b sio positivos e n € ZT Quando a, b sio positivos n € ZT
temos: temos:
a<b <= a"<b". a<b < Va< Vb
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Licao 6: Exercicios resolvidos

Quando a, b, ¢, d s3o positivos temos:

a:<C < d<b
- — a C .
b d

Como dito em regras anteriores, as trés regras acima continuam validas quando trocamos o
sinal “<” por “<7” por “>" oupor “>7.

Exercicios resolvidos

1 n 1 " 1 < 1 n 1 n 1 ”
4 23 79 4 22 79
Sem fazer os célculos, concluimos que a resposta é SIM pois % < 2—12 e todas as outras
parcelas s3o comuns a ambos os membros da desigualdade, isto é:
1+1+1<1+1+1 1+1<1+1 1<1
4 23 79 4 22 79 23 79 22 79 23 227

. (3421 4+ 2101,2)(11101,02 — 2202,33) < (3421 + 2101,2)(11101,02 4 2202,33) ?

Temos que —2202,33 < 2202,33. Logo, 11101,02 —2202,33 < 11101,02+ 2202,33. Como
3421 4 2101,2 é positivo, segue que

(3421 + 2101,2)(11101,02 — 2202,33) < (3421 + 2101,2)(11101,02 + 2202,33) ,

mostrando que a afirmacgdo é verdadeira. Logo, a resposta é SIM.

. Sejam a, b nimeros reais. Diga quais das afirmacoes a seguir sdo falsas e quais sao verdadeiras.
Justifique suas respostas.

(1) a<3 e 3<2b—-1 — a<2b-—-1;

(2) a<1le3<{20—-1 — a<2b—-3;

(3) a<3+be3+b<a — a—3=hb;

(4) a<leb>2 — a<2b-3;
(5)2b+1<2a e a<1/24+b — a=b+1/2;

(6) b—2a<1 = 2a>b-1;

) a+b>2 ea—-5b<1 = a?-b*<a-+b;

(8) a+3<b eb—-5<2¢ = (b—5)/2<a<b-3.

Vamos usar as diversas propriedades das desigualdades.
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Licao 6: Exercicios resolvidos

(1) A afirmagdo (1) é verdadeira. Trata-se de uma aplicagdo imediata da propriedade transitiva da
relacdo de ordem.

(2) De 3<2b—1 concluimos que 1 < 2b— 3. Assim, temos que: a <1 e 1<2b—3.
Consequentemente, a < 2b— 3. Concluimos assim que a afirmacdo (2) é verdadeira.

(3)De a <3+be3+b<a segueque a=>b+3,istoé a—3 =1>b. Logo, a afirmagdo (3) é
verdadeira.

(4) De b > 2 segue que 2b > 4 ou seja, 1 < 2b— 3. Agora, de a < 1 e 1 < 2b— 3 obtemos
a < 2b — 3. Consequentemente, a afirmacdo é verdadeira.

(5) Dividido por 2 a primeira desigualdade obtemos b+1/2 < a. Assim, de b+1/2<a e a <1/2+b
concluimos que a =b+ 1/2. Logo, a afirmacdo é verdadeira.

(6) Multiplicando ambos os membros da primeira desegualdade por —1 teremos: —b+ 2a > —1.
Donde, 2a > b — 1 mostrando que a afirmacdo é verdadeira.

(7) Temos que a+b é positivo. Assim, multiplicando ambos os membros da segunda desigualdade por
a + b obtemos a? — b < a+ b concluindo que a afirmacio é verdadeira.

(8) Operando sobre as duas desigualdades obtemos: a < b—3 e a > (b—5)/2. Donde, concluimos
que (b—5)/2 < a <b—3. Portanto, a afirma¢do ¢é verdadeira.

. Sejam a ,b nameros reais. Diga quais das afirmacdes a seguir sao falsas e quais sao verdadeiras.
Justifique suas respostas.

(1) a<-1e b>4/3 = a<2b-—3;

(2) a<b—-—1eb<5 — a+b<8s;

B) a+b<2e 2a>3 = b+2<a;

(@ a+b>2 e a-b<1 = b>1/2;

(5) a#0 e a<l = 1l/a>1;

(6) la| +2<b = b/(la|+2)>1;

(7 a>2 — 1/(a+1)<1/3;
(8) a>+vV2 = 1/(a®+1)<1/3.

Novamente, faremos uso das propriedades das desigualdades.

(1) De b > 4/3 segue que 2b > 8/3. Agora, somando membro a membro as desigualdades a < —1 e
0 < 2b—8/3 obtemos:

8 2
<2b—=-—-1=20—3—-<2b-3.
“ 3 3
Logo, a < 2b— 3 e, consequentemente, a < 2b—3 demonstrando assim que a afirmac3o é verdadeira.
(2) Somando as duas desigualdades obtemos: a+b<b—1+5 ouseja, a+b<b+4. Como b<5,

concluimos que a+ b < 9, que n3o é a desigualdade desejada!l!

Serd que a afirmagdo proposta é falsa? Para mostrar que ela é falsa precisamos construir um contra-
exemplo. Tomemos entdo b = 5 e a = 4. Note que esses valores satisfazem as condicdoes b < 5 e
a <b—1. Noentanto, a+b £ 8 pois a+b=19. Assim, concluimos que a afirmagdo proposta é falsa.

(3) De 2a > 3 segue que —2a < —3. Somando essa dltima desigualdade com a + b < 2 segue que
a+b—2a <2-—3,o0useja b+ 1< a que ndo é a desigualdade proposta. Serd que a conclusio
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Licao 6: Exercicios resolvidos

b+2 < a éfalsa? Vejamos. Tome a =3/2 e b=2—3/2 =1/2 os quais satisfazem as hipdteses
2a >3 e a+b <2 mas ndo satisfazem a tese b+2 <a jdque b+2=5/2 e a =3/2. Logo, a
afirmac3do proposta é falsa.

(4) De a —b <1 concluimos que b —a > —1. Somando essa dltima desigualdade com a + b > 2
teremos que 2b > 1 e consequentemente, b > 1/2. Portanto, a afirmagdo proposta é verdadeira.

(5) Como a # 0, temos que 1/a estd bem definido. Se a fosse positivo, invertendo os membros da
desigualdade a < 1 obteriamos 1/a > 1. Esse argumento nos dd uma indicagdo clara que a afirmagdo
proposta nesse item deve ser falsa quando a for negativo.

Procuremos entdo um contra-exemplo para a afirmacgdo proposta no exercicio. Para isso, seja a = —1.
Assim, temos 0 # a = —1 <1 mas 1/a = —1 % 1. Portanto, a afirma¢go (5) ¢ falsa.

(6) Temos que |a| + 2 é positivo. Logo, dividindo a desigualdade |a| +2 < b por |a| + 2 teremos,
1 <b/(|la| +2), ouseja, b/(|a] +2) > 1 mostrando que a afirmac¢io é verdadeira.

(7) De a > 2 segue que a+1 > 3. Logo, 1/(a+1) < 1/3, mostrando que a afirmagdo é verdadeira.

(8) De a > /2 segue que a® > 2. Logo, a® + 1 > 3. Consequentemente, a®+4 1 >3 e temos

1
a?+1

<

Wl =

mostrando assim que a afirmacio (8) é verdadeira.

241,56 >2,5,/1,57

Temos que 1,5 =15/10=3/2 e 2,5 =25/10 =5/2. Assim,
3_5 /3 3 3_25 3 75
24+ /1,5 > 2,5\/1 244/2>2,/2 Apg 225220
+\/j>,5 D = +\/;>2\/;<:> +\[2+2>4x2 S
44

— +4\/§>75 = 4\/§>31 = §>E
8 2 8 2 8 27 32

3 _ a2
2 3227

A (ltima desigualdade é verdadeira pois 3/2 > 1 enquanto que 312/322 < 1. Consequentemente, a
resposta é SIM.

. Determine os valores de x € R que satisfazem a dupla desigualdade =z +1 < 3x — 2 < 2x + 4.

Precisamos determinar os valores de x que satisfazem, simultaneamente, as duas desigual-
dades: 3xr —2<2x+4e3x—2>zx+1.

Resolvendo 3x —2 <2z +4:
3r—2<2xr+4 <— 3r—2x<4+42 <+— x<6.
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Licao 6: Exercicios resolvidos

Resolvendo 3z —2 > x +1:
3r—2>z+1 <= 3rx—zr>2+1 <= 2>3 <= z>3/2.
Portanto, z satisfaz a desigualdade z +1 <3z —2 <2z +4 se, e somente se 3/2 <z <6.

. Para cada inteiro n defina

[

(n) n? —n quando n é par
n) =
n? 4+ n quando n é impar.

(n) n
n+1) “ntl

Pergunta-se: quando n é um inteiro par e positivo ?

Seja m um inteiro par e positivo. Observemos primeiramente que sendo n par entdo n+ 1
é impar. Assim, da definicdo de (n) segue que:

(n) n?—n n(n—1) n n—1

1) mt1P+m+D) m+Dn+2) n+l nt2’

n— no, .
Como <1 e —— é positivo, obtemos:
+ 2 n+1
n—1<1 . n ><n—1< n . (n) <"
n+ 2 n+l n+2 n+l n+1) n+1

quando n é par e positivo. Portanto, a resposta é SIM.

. 100100 > 99100 4 9999 ?

Temos que

100 = 100% x 100 > 9992 x 100 = 99% (1 + 99) = 99 + 99 x 99 = 999 4- 99100,

Logo, a respota é SIM.

. Sejam a,b,c €R taisque 0 < a <b e c=a+b. Qual o sinal das expressdoes a seguir?
(1) 2a — ¢ (2) 2b— ¢ (3) c+2b (4)c—a+b (5) c+a—0».

De a <b segueque a—b<0eb—a>0. Assim,
(1) 2a—c=2a—(a+b)=a—-b<0;
(2)2b—c=2b—(a+b)=b—a>0;
(3) ¢+ 2b > 0 ja que as duas parcelas sdo positivas;
) c—a+b=a+b—a+b=2b>0;
(B)c+a—-b=a+b+a—-b=2a>0.
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11.

12.

Licao 6: Exercicios resolvidos

Sejam a,b,c € R taisque a—b+c>6 e a+b— c > 10. Pergunta-se:
(1)a>07? (2) b>c? (3) be > 07

(1) Somando as duas desigualdades, teremos: 2a > 16 = a > 8. Portanto, a é positivo.
(2) NAO. Para ver isso, basta tomar b=c=0 e a = 11.

3) NAO, € como no caso anterior, para justificar a resposta, basta tomar b=c=0 e a =11.

Para cada n € ZT, definimos n! =1 X 2 X 3 X --- X (n — 1) X n. Pergunta-se:

100! 50!
<100 X — 7
98! 49!

Usando a defini¢do acima temos que:

100! 1x2x---x 98 x99 x 100

o3l 1% 2% %08 = 991003

50! 1x2x---x48 x 49 x 50
100 x — =100 x = 100 x 50.

* 191 Tx 2% x 48 x 49 8
Logo, a resposta é NAO.
Responda as seguintes questoes:

8 \/— \/—

(a)f <g? ) >--7 (c) Vb —Vva< 7 d)V5>V2+V37

\/_\/_

A estratégia aqui é usar as propriedades das desigualdades afim de simplificd-las até obter
uma outra desigualdade, simples de ser verificada.

7 8
(a)§<§ — Tx9<8x8 <= 63<64

Consequentemente, a resposta é SIM.

(b)£ £ — 4xV2>3V/3 = 32>2T.

Portanto, a resposta é SIM.

(c) Vo— Vi< = (VB-vI)(VE+VI) <1 = 5-4<1,

\f\f

Portanto, a resposta é NAO.

(d) Vi>v24+V3 = 25>2+42V/64+3 <= 20>2/6 <= 10>6.
Logo, a resposta é SIM.
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14.
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16.

Licao 6: Exercicios resolvidos

3
Mostre que 1 — VT < 5

Temos que:

3 3 5
1f\ﬁ<f§ — 1+§<\ﬁ — §<\ﬁ — 5<2/T < 25<28.

. 3
Assim, fica mostrado que 1 — VT < —5-

Determine o menor inteiro que é maior do que /10 4 /2.

Temos que 3 < V10 <4 e 1< V2 < 2. Assim, somando membro a membro essas

desigualdades obtemos: 4 < /10 + v/2 < 6. Isso mostra que 6 é um inteiro que é maior do que
V10 + /2. Mostra também que o inteiro 4 n3o tem a propriedade requerida.

Resta saber se 6 é o menor inteiro com essa propriedade. Para isso, precisamos verificar se 5 é maior
ou menor do que /10 4+ /2. Vejamos:

VIO+vV2<5 <= VI0<5—-V2 <= 10<25-10v2+2 < 10v2<17
— 200 < 172 — 200 < 289.

Isso mostra que /10 + V2 < 5. Como, 4 <10 4+ v/2 concluimos que 5 é o inteiro procurado.

Sabendo que 1,2 < v2<1,3 e 1,7<+3< 1,8 faca estimativas para +v2+ 13 e
V3 —V2.

Somando ambas as desigualdade obtemos a seguinte estimativa para /2 + /3.

12< V2 <13
1,7< V3 <18

29 <V3+V2<3,1.

Para obter uma estimativa para V3 — V2, multiplicamos a estimativa 1,2 < V2 < 1,3 por —1,
obtendo:
—12>—-v2>-13,istoé, —13< —vV2<—-12.

Agora, somando as desigualdade, obtemos:
17< V3 <18
~1,3< —V2 < -12 Consequentemente, 2 <V3-V2< §
2=04<V3-V2<06=2. g g

@ Atencdo: Repare que n3o fizemos uma subtracdo entre as estimativas de /3 e de /2.

V3
ok

Use as estimativas dadas no exercicio anterior para fazer uma estimativa para
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1
1,3

Invertendo a estimativa de /2 obtemos: <

-
[ V)

Multiplicando as estimativas a seguir, concluimos:

1,7< V3 <18
1 1 1
35 % <O
17 _ 1,7 V3 1,
3-13 9% ST

17 3 3
Consequentemente, 3 < é < 3

-3
| N
=
(o]

w
[ V)
—
[ V)

@ Atencdo: Repare que n3o fizemos uma divisio entre as estimativas de /3 e de V/2.

17. Use as estimativas 3,1 <7< 3,2 ; 1,4<+2 <1,5 e determine estimativas para

Uy uy
a) — — V2 b) ——.
O 6) "
(a) Temos que:
31 7w 3,2
3,1 3,2 <= : — : 6.1
d1<m<3, 5 <5<7 (6.1)
14<V2 <15 <= —14>-V2>-15 = -15<—-V2<-14. (6.2)
Somando as estimativas a direita em (6.1) e (6.2) obtemos:
3,1 us 3,2 31-3 7 3,2—-28
1< —V2 <214 ’ N i
5 5< g V2 < 5 4 = <3 V2 < 5
— 0,05<g—ﬁ<0,2
determinando assim a estimativa que pretendiamos.
(b) Por outro lado, segue das propriedades de desigualdade que:
4 1<VZ-1<15-1 = 04<va-1<05 = >t -1
) ) ) ) 0’4 \/i— 1 0,5
1 1 1 1 b)
= < < = 2< ——< . 6.3
05~ V2-1 " 04 vicite 89
Agora, multiplicando as estimativas que aparecem a direita em (6.3) e a esquerda em (6.1) obtemos o

seguinte resultado:

5 x 3,2
2% 31 < — < 2% — 62< - <8

vV2-1 2 V2-1

obtendo assim, a segunda estimativa que pretendiamos.

18. Mostre que %<\/_—\/§<§.

Temos duas desigualdades a considerar:
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Licao 6: Exercicios resolvidos

Caso 1: V3—Vv2<1i
Nesse caso temos:

V3—v2<l = 3V/3-3/2<1 <= 3V3<3/2+1 <= 2T<18+6V2+1
— 8<6V2 = 4<3V2 — 16 < 18.

Assim, afirmar que V3-V2< % é o mesmo que afirmar 16 < 18. Logo, a afirmagdo V3-V2< %
é verdadeira.

Caso 2: V3—Vv2>1
Nesse caso temos:

V3-V2>1 —= 4/3-4/2>1 — 4V3>4V2+1 < 48>32+8V2+1
— 15>8V2 — 152>64x%x2 <~ 225> 128.

Segue dai que V3—-v2> i também é verdadeira.

Os dois casos acima nos permitem concluir que 1 < v/3 — /2 < £ como querfamos mostrar.

Qual o maior dos niimeros: v/3 ou V24 V5 —2v/67
Vamos analisar a afirmacdo v3 < v2+ V5 —2V6.

Temos que:

V3<V24V5-2V6 <= V3-V2<V5-2V/6 < 3-2/6+2<5-2V6
— 5-2/6<5-2V6 — 5<5.

Repare que se tivéssemos comeg¢ado com o sinal de maior também teriamos chegado ao absurdo 5 > 5.

Isso mostra que, de fato, temos que
V3=v2+4+1/5-2V6.

Seja a € R. Quais das afirmacgdes a seguir sao falsas ? Justifique sua resposta.

1) a>2 — a? > 2a (2) a<-1 = a®’< —a B3) a<2 — a? < 2a.

As desigualdades a direita sdo obtidas multiplicando as desigualdades a esquerda por a.

(1) Como a > 2 segue que a é positivo. Assim, multiplicando a desigualdade a > 2 por a obtemos
a® > 2a, mantendo o sinal de “ > 7. Concluimos assim que a afirmacdo em questio é verdadeira.

(2) Ao multiplicar a desigualdade a < —1 por a (que é negativo) obtemos a? > —a. Isso nos garante
que a afirmag3o do item (2) é falsa pois, a® n3o pode ser ao mesmo tempo maior e menor do que —a .

(3) Esse caso é semelhante ao anterior pois a pode assumir valores negativos. Um contra-exemplo pode
ser construido tomando a = —1. Assim, a satisfaz a hipétese (a < 2) mas n3o satisfaz a tese (a” < 2a)
pois a®> =1 e 2a = —2. Logo, a afirmagio do item (3) é falsa.
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21.

22.

23.

24.

25.

Licao 6: Exercicios resolvidos

Sejam a,b,c € (0,00). Sabendo que a + b < ¢ podemos concluir que a? + b* < ¢2?
Como a,b,c >0 segue que (a+ b)% < c%. Logo, a®+ 2ab+ b < 2. Segue dai que:
a? +b% < a®+b% 4 2ab < 2.

Logo, a? + b? < ¢® demonstrando o que pretendiamos.

Sabendo que b € [1,5/3) faca estimativas para 2 — 5b.

Temos que:

be[l,5/3) <= 1<b<5/3 <= 5<5Hb<25/3 <« —-25/3<-5b<-5
— 2-25/3<2-5b<2-5 <<= -19/3<2-5b<-3.

Portanto, temos a seguinte estimativa para 2 — 5b:

~19/3<2-5b< —3.

Sabendo que z € R e |1 — 3x| < 1/2 faca estimativas para 2 — 3 e |2x — 3|.

Temos que:

1 -3z <1/2 <= -1/2<1-32<1/2 += -3/2<-32<-1/2
— 1/6<2<1/2 «— 1/3<2z<1
— -3+4+1/3<2x-3<1-3 <«— -8/3<2x—-3<-2.

Logo, temos a seguinte estimativa para 2z — 3:
—8/3<2x—-3<-2.

E dai concluimos que: 2 < |2z — 3| < 8/3.

Sabendo que b € (—o0,2] determine o menor intervalo que contém 1 — 2b.

Sabemos que:
be(—00,2] <= b1<2 <= 20<4 = -2>-4 <+ 1-2b>1-4=-3.

Portanto, o intervalo procurado é [—3,00).

Sejam a,b € R onde b > 0. Mostre que se = € (a,o0) entdo bx € (ab, o).

Como z € (a,00) e b> 0 temos que:
r€(a,0) <= z>a <= br>ba <= bxre(ab,00).

Concluimos assim que bz € (ab,00).
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Licao 6: Exercicios resolvidos

26. Use a propriedade arquimediana dos niimeros reais para provar o seguinte fato: dados a,b € Rt
existe n € Z1 tal que na > b.

Sejam dados a,b € Rt e consideremos o niimero real b/a. Segue da propriedade arqui-

mediana dos niimeros reais que existe n € Z tal que n > b/a. Consequentemente, n € Z* e na > b
como pretendiamos demonstrar.
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. Sejam a, b, ¢, d nimeros reais. Diga quais das
afirmagdes a seguir sdo falsas e quais sdo verda-
deiras.

(I)a<le 1<b = a<b;
2Qa<3 e 3<2—-1 = a<2b-1;
3)a<1le3<2b—1 = a<2b-3;
()a<34+be 3+b<a = a—3=b;
5)a—1<beb+1<a = a=b+1.

. Sejam z, y € R. Quais das afirmacdes a seguir
sdo falsas e quais sdo verdadeiras ?

(a) Se x n&o é menor do que y entdo = > y;
(b) Se £y entdo = > y;

(c) Se x Ly entdo z > y;

(d) Se z#y entdo z >y ou < y.

. Sabendo que z,y € R diga quais das afirma-
¢cOes a seguir sdo falsas.
(Q)z+2y=mouz+2y<mouxz+2y>m;
(b)z—y<V2ouz—y>V2;

() 2z +y>+2ou 2z +y<V2;
(d)z4+y>vV2ouz+y<V3.

. Verifique se as desigualdades a seguir sdo verda-
deiras.

517
(a)z<ﬁr

(b) 12v/2 < 5V/11;

(c) VI0 = 8> V7T —/5;
(d)\[_\/<\/§—1

V2 —

. Um CD tem um raio r estimado em cm por
5,8 <r <5,9. Pede-se:

(a) uma estimativa para o perimetro desse
disco usando a estimativa 3,1 < 7 < 3,2.

(b) uma estimativa para a drea desse disco
usando a estimativa 3,1 <7 < 3,2.

. Sejam a, b,c,d € R. Diga quais das afirma-

¢cOes a seguir sdo falsas e quais sdo verdadeiras.
(1) a>1 = a>1
2Q)a<beb<c = a<c
(3Y)a<b e b<ec = a<c

(4) lab| >1 = |ab?| >b.

10.

11.

12.

13.

14.

. Sabendo que

24<v6<25 e 16<v8<18
faca estimativas para:
(a) V8+ 6 (b) 2v8 -6
(c) V8-2V6 (d) V8 x 6
©) 35 © s () 35+ s
(8) 75 — (h) ¥£.

. A velocidade escalar média v de um objeto é

obtida dividindo o espago que o objeto percorreu
pelo tempo gasto em percorré-lo.

Um ciclista percorre 7 vezes uma pista circular.
Conhecendo as estimativas do raio R da pista
e do tempo T gasto no percurso das 7 voltas,
faca uma estimativa da velocidade escalar média
do ciclista.

S30 dados:

0,30 < R < 0,31 (em quildmetros)

0,25 <T < 0,26 (em horas)
1< m< 3,2,
Mostre que
1
Vnt+l—-yn = —s—r
v vVn+1++/n
para todo n € Z+.
Mostre que
1 1
—<vVn+l-—yvn< _——
2v/n+1 vn 2y/n

para todo n € Z*.

Determine os valores de m € Z1 para os quais

vVn+1—+/n < l

n

Sabendo que b € |
para 2 —3b.

—2,5] faca uma estimativa

Sabendo que b € [2,5) faga uma estimativa
para b? —2b.

Seja x € R. Sabendo que |2—x| <1 faga uma
estimativa para 22 + 1.



15.

16.

17.

18.

19.

Licao 6: Exercicios

Seja b € R. Sabendo que |2 —3b| < 1 faca
uma estimativa para 1/b.

Seja A € R. Sabendo que |5 — 2X| < 2 de-
termine, em cada item, o menor subconjunto da
reta que contém:

(a) A\%;

(b) 1/72;
(c) 1= Al
(d) 1/(1=A).

Um cubo tem aresta ¢ onde 1,14 < £ < 1,15 é
dado em cm.

(a) Faga uma estimativa para o volume V' do
cubo;

(b) Faga uma estimativa para a drea A da su-
perficie do cubo.

Uma esfera tem raio r onde 1,1 <r < 1,2 é
dado em cm.

(a) Faga uma estimativa para o volume V da
esfera;
(b) Faga uma estimativa para a drea A da es-

fera.

Um cilindro circular reto sélido tem altura h
e raio de base r satisfazendo as seguintes
condicoes:

231 <r<232 e 31<h<32

onde r e h s3o dados em cm.

(a) Faga uma estimativa para o volume V
desse sélido;

20.

21.

22.

23.

24.

(b) Faca uma estimativa para a drea A da su-
perficie desse sélido.

Um cone circular reto sélido tem altura h e raio
de base r satisfazendo as seguintes condi¢des:

231 <r<232 e 31<h<3.2
onde r e h sdo dados em cm.
Faca uma estimativa para o volume V desse

sélido.

Sejam a,b € R. Sabendo que a+2b > 5 e que
b—a < 2 mostre que 2a+b >3 eque a > 1/3.

Sejam a,b,c € R tais que 0 < a < b e
¢ > a+ b. Pergunta-se: qual o sinal de

(1) e?

(2) ¢—2a?

(3) 2 —bv* —a??
(4) 3a—b—c?

Em cada item, determine os inteiros que satisfa-
zem a inequac¢do dada.

(a) 2n? <n+2;

(b) n* +n<2n?—n-—1;
(c) 14+ n? > 2n% — 3n;
(d) 3n? —2n—1>2n% +n.

Em cada item, determine o maior inteiro m e o
menor inteiro n tais que

(a)m<\/§+2\/§<n;
(b)m<\/§+\/§<n;

(c)m<\/177\@<n;
(d)m<\/1>—\/5<n.
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Estudo de
expressoes

Ao equacionar um problema nos deparamos, com freqiiéncia, com uma expressdo matematica.
Essa expressdo contém informagdes sobre o problema estudado. Assim, é importante saber
analisar uma expressdo. Por exemplo, conhecer: seu dominio, onde a expressdo é crescente,
onde é decrescente, seus valores maximos e minimos, seu sinal, onde a expressdo se anula, seu
grafico, etc. Nessa licio vamos abordar alguns desses tépicos. Outros serdo abordados em licGes
posteriores. Em Caélculo | vocé verd técnicas mais apropriadas para o estudo dessas questdes.

1 Dominio

Comecemos relembrando que uma fracdo é uma expressdo do tipo % (que significa a x b_l)

onde a,b sdo nimeros reais e o denominador b # 0. Assim, para que a fragdo a/b esteja bem
definida é preciso que o denominador b seja ndo nulo, ja que b~! sé existe quando b # 0.

Bem sabemos, por exemplo, que:

= % esta bem definido pois 7 # 0;
4 , _ )

i ———_ estd bem definido pois /2 # 0;
NG p #
14,02

Iw ———  estd bem definido pois V2 -14/3 #0.
NoRNE

No entanto, dado um nimero real x temos que:



Licao 7 Secao 1: Dominio

= % s6 estara bem definido quando x # 0;

L=y 2 5 estd bem definid %+ —1
———— 56 estd bem definido para = # —1;
(x +1)2 5
z+1 ; ..

=3 estd bem definido quando, e somente quando, = # 2;
x [R—

= % s6 estd bem definido para = # 0;

3
— Vb ..
L= h s estd bem definido para z e R— {—1, 0, 1}.

Quando manipulamos uma expressdo a uma varidvel real é importante saber para quais
valores da varidvel essa expressdo estd bem definida, ou seja, para quais valores da varidvel a
expressdo pode ser avaliada. O conjunto dos nimeros reais para os quais uma dada expressio
pode ser avaliada é dito dominio de definicdo da expressdo, ou simplesmente, dominio da
expressao.

Nos cinco exemplos que acabamos de apresentar os dominios de definicdo das expressdes
sdo, respectivamente: R — {0}, R—{-1} , R—{2} , R—{0}, R—{-1,0, 1}.

Dados uma expressdo na varidvel x, denotada por E(x), e um ponto b do seu dominio,
usaremos as notacoes

E(b) ou E(a:)]

r=b
para representar o valor que a expressao assume no ponto b.
Por exemplo, dados a expressdo E(x) =z + % e o ponto b = /3 escrevemos:

E(\/?T)Z\/??—l—i ou E(m)] :x+2} :\/?T—Fl.
\/§ z=V3 T le=v3 \/?T

O dominio de defini¢cdo da expressdo acima é R — {0} pois podemos avalid-la em todos os
pontos x € R, exceto em z = 0.

Nesse texto estaremos interessados em expressoes a uma varidvel real e que assumem valores
reais. Assim, seus dominios de definicdo serdo subconjuntos da reta. Eo que chamamos de
uma expressdo real a variavel real.

No que segue desse texto o termo expressdo significa expressdo real a uma variavel real.

Exemplos
O dominio da expressdo 22 — 22 — 2 é toda a reta pois essa expressio pode ser avaliada em qualquer
nldmero real. Além disso, o valor dessa expressdo em x = —1 vale:
$2—x3—2} = (12— (-1)P¥-2=1—(-1)—2=0.
r=—1
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Licao 7 Secao 2: Grafico

O dominio da expressdo /x € o intervalo [0,00) pois essa expressdo sé pode ser avaliada quando
x>0;

O dominio da expressdo \/—z é o intervalo (—oo,0] pois essa expressdo s6 pode ser avaliada quando
r<0;

O dominio da expressdo 1/4/|z| é o conjunto (—o00,0) U (0,00) pois essa expressdo sé pode ser
avaliada quando = # 0. Além disso,

1 1 1

ol Jomea VT—4] 2

2 Grafico

O gréfico de uma expressdo E(x) é o conjunto
{(:c ,E(z)) eRxR ; z pertence ao dominio da expresséo}.

Em Calculo | vocé verd técnicas apropriadas para esbocar grafico de expressdes ndo elemen-
tares. Aqui veremos graficos de expressdes muito simples.

Nesse instante, as (nicas expressdes que sabemos esbocar seus graficos com facilidade, sdo
as expressdes constantes, ou seja, aquelas que assumem um mesmo valor, independentemente
do valor atribuido a varidvel. Por exemplo, s3o constantes as expressdes:

E(z)=1/2 ; F(z)=n/10 ; G(z) = —V2/4.
Evidentemente, o dominio de definicdo dessas expressdes é toda a reta. Seus respectivos graficos
sdo exibidos nas figuras abaixo: s3o retas paralelas ao eixo .

E(x) =1/2 F(z) = /10 H(z) = —/2/4

Y Y Yy
y=1/2

y=m/10

y=—-V2/4

As figuras a seguir exibem graficos de algumas expressoes feitas com um software apropriado.
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Licao 7 Secao 3: Zeros

E(z) = % — x + x2 arctan(x/3) F(z) = 5~ H(z) = 2]
Y y

8Y

€T
X
Note que o dominio das duas primeiras expressoes é toda a reta, mas o dominio da terceira
expressdo é R — {0}.

3 Zeros

Outra informac3o importante sobre expressdes é saber em quais pontos do dominio a expressio
se anula. Esses pontos s3o os zeros da expressao.

Note que uma expressdo, dada na forma de uma frac3do, sé pode se anular num dado ponto
quando o ponto em questao faz parte do dominio da expressdo e o numerador se anula nesse
ponto.

Exemplos
1+

%

tem R — {0} como dominio e sé se anula em z = —1.

z(1—x)

z(z+1)
x = 1. No entanto, a expressdo dada se anula apenas em x = 1, pois em x = 0 ela n3o estd bem
definida.

tem R — {0,—1} como dominio. O numerador dessa expressdo se anula em = = 0 e em

% A espressdo x/|z| nunca se anula em seu dominio de definicdo que é R — {0} .

Exercicios resolvidos

1. Avalie as expressGes a seguir nos pontos 0; —1; 1; 2 ou diga em quais desses pontos elas
nao podem ser avaliadas.

(a) — (b) ——— (0 231,

x—2 z(x —1)
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Licao 7: Exercicios resolvidos

Passemos a avaliacdo das expressdes.

(a) Avaliagdo de

—5-

1z Essa expressao s6 n3o pode ser avaliada em x = 2 pois o denominador se anula nesse ponto.
- T 0
1w Em z =0 a expressao vale: —— =——=0.
r—2|,., 0-2

i Em z = —1 a expressdo vale:

i Em z =1 a expressao vale:

(b) Avaliaggo de oy e :

1= Essa expressdo sé ndo pode ser avaliada em z = 0 e em x = 1 pois o denominador se anula
nesses pontos.

2
i Em z = 2 a expressdo vale: _r =——=1.
r(x—-1)],., 2(2-1)
w E 1 30 val < -1 L
m z = —1 a expressao vale: = ==
P c@-10), ., ((D(1-1) 2

+1

(c) Avaliagdo de

i A expressdo ndo pode ser avaliada em x = 0 pois o denominador se anula nesse ponto.

1 141
i Em x = —1 a expressao vale: xjc_} = 41_ =0.
o=
1 141
i Em z =1 a expressao vale: x;—] % =2.
r=1
1 2+1
1w Em x =2 a expressio vale: x;r ] :%:3/2.
r=2

2. Determine o dominio das expressoes a seguir. Determine também os pontos onde tais expressoes
se anulam.

(a) — (b)

x xz+2 |z|
r2 —1 r2 4+ 1

@+ 1]
(©) z(r —1)

7

Para isso, precisamos determinar os pontos onde tais expressdes podem ser avaliadas e
aqueles onde elas valem zero.

(d)

(a) Essa express3o s6 n3o pode ser avaliada quando z2 = 1, isto &, quando = = +1. Assim seu dominio
de defini¢do é R — {1, -1} = (—o0,—-1)U(-1,1)U(1,00).
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Licao 7: Exercicios resolvidos

Por outro lado, o numerador dessa expressio sé se anula quando 2x = 0, isto é, quando x = 0. Logo,
a expressdo s6 se anula em z =0 ja que 0 estd no dominio da express3o.

Na figura abaixo mostramos a representacio grafica do dominio e dos pontos onde a expressio se anula.

@ Nota: Com frequéncia vamos usar a

abreviacdo nd para significar ndo de- nd 0 nd dominio de
finido. Também colocarerrjos um “0 1 0 1 20 (2% — 1)
nos pontos onde a expressdo se anula.

(b) O numerador e o denominador dessa expressdo estdo bem definidos para todos os valores de z € R.
Por outro lado, o denominador da expressio nunca se anula pois 22 +1 > 1 para todo z € R. Assim o
dominio de definicdo da expressdo é toda a reta real.

O numerador se anula quando z+2 =0, 0 dominio de
isto é, quando z = —2. Logo, a ex- —2 (x+2)/(a* 4+ 1)
pressio se anula apenas para z = —2.

(c) A expressdo sé ndo estd bem definida em =0 eem x = 1. Assim o dominio de defini¢do dessa
expressdo é R — {0, 1} = (—00,0) U (0,1) U (1,00).

O numerador sé se anula quando x = 0.
No entanto, nesse ponto a fragdo nao esta
bem definida. Conseqlientemente, essa
expressao nunca se anula em seu dominio
de definico.

nd nd dominio de

g 1 |z|/x(z — 1)

(d) A expressdo sé estd bem definida quando x > 0. Seu dominio de defini¢do é o intervalo (0,00).

Por sua vez, o numerador sé se anula

quando x = _1~' No entanto, .ne-sse nd dominio de
ponto a fragdo n3o estd bem definida. (O)
Logo, essa expressio nunca se anula em lz +1|/Va

seu dominio de defini¢3o.

Fatore as expressoes a seguir e determine onde cada uma delas se anula.
(a) 3z — =2 (b) 2z — x3 (c) z* —9.

Note que as expressdes estdo bem definidas em toda a reta. Temos que:
(@) 3z —22=2(3—12).
Portanto: 3z —22=0 <= 2(3-2)=0 <= 2=0 ou z=3.
Resulta ent3o que a expressdo se anula apenas nos pontos do conjunto S = {3,0}.
(b) 22 — 23 = 2(2 — 2?).
Assim:
2r—2>=0 <= 22-22)=0 <= z=0o0u 2?2=2 <= 2=0 ou z==42.
Logo, o conjunto dos pontos onde a expressdo se anula é S = {0,v2,—v2}.
() 2*—9=(22-3)(22+3) = (z—V3) (2 + V3)(2? +3).
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Licao 7: Exercicios resolvidos

Consegiientemente: z* —9=0 <= 2z=+/3 ou z=—+3, jdque 22+ 3 nunca se anula.

Segue ent3o que a expressdo s6 se anulaem S ={—v3,V3}.

. Simplifique as expressoes a seguir e explicite para quais valores de x as igualdades obtidas sao

verdadeiras.

rz—1 x—x3 2 —4
a b c) —
()w2—1 ()m2+sc ()w2—3m—|—2
Temos que:
x—1 rz—1 1
= = d +1.
(a) 22-1 (z2+1)(z-1) =x+1 quando 7

z—2* z(l-2%) (1+z)(1-2)

(d)

VE-E

x— 2

(b) «7724'1'7.’]3‘(.'17—}—1)7 PR =1l-z desde que xR -—{0,-1}.
x? — x xr — x

(C) x2—3xi—2_§xt§§gm_?;_l‘tf quando LL‘GR—{l,2}.
VIE-V2 (V- V2)(VE+V2) z—2 1

O = G a VD G DWEivE  Viive

. Reduza a um denominador comum as seguintes expressoes:
A B A B

(@) = + (b) =+
T z—1 r—95

3+x
onde A e B sao numeros reais.

se

r>0ex#2.

Para iniciar os cdlculos devemos fazer as restricGes necessarias aos denominadores.

(@) Para 2 #0 e z # 1 as fracdes a seguir estdo bem definidas e temos:

A B Az —1) Bzx A(x—1)+Bx (A+B)xz—A

x xz—1 zz—-1) z(z-1) x(x—1) x(x—1)

(b) Para z #5 e x # —3 as fragBes a seguir estdo bem definidas e temos:

A N B A3 +ux) B(x—-5)  (A+B)x+3A-58
r—5 34+z (z-5B+x) @B+x)(z-5  B+a)(z-5)
xr
6. Determine o dominio de definicao da expresdo E(x) = ;123:
a2

A expressdo E(x) n3o estd bem definida nas seguintes situacdes:
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Licao 7: Exercicios resolvidos

1 Quando 1 —2x=0;
T

pois nesse caso

1oz nao estd bem definido .

Resolvendo 1 — 2z =0 obtemos z =1/2.

15 Quando z =0;

pois nesse caso 1/x? n3o estd bem definido;
1
w Quando 1 — — =0;
x
pois nesse caso o denominador da expressdo inicial se anula.

1 . ,
Resolvendo a equacao 1 — — = 0 obtemos z2 =1, isto é, = = +1.
x

Finalizando, concluimos que o dominio de definicdo da expressdo E(x) é o conjunto

R - {_ 17 Oa % 5 1} nd nd nd nd dominio de
-1 0 1/2 1 E(z)

exibido no diagrama ao lado.

?

a-+b . -
. Qual o dominio da expressdo E(x) =
b—2a 2xx

7. Seja axb:=

Para isso, precisamos responder as duas seguintes perguntas.
(i) Para quais valores de x a expressdo 2x* z estd bem definida?
Temos que

2+x _2—1—1:
r—2x2 x—4"

Assim, 2% x sé n3o estd bem definido quando =z =4.

(ii) Para quais valores de = a expressdo 2z se anula?
De (7.1) temos que 2 xx sé se anula para z = —2.

Concluimos ent3o que o dominio de definicdo da expressdo E(z) é R — {4,—-2}.

8. Determine o dominio das expressoes a seguir e simplifique-as de tal forma a obter um denomi-
nador sem radicais:

_ -t
@ T avE itve 1

Vamos comecar determinando o dominio de definicio das expressdes em questdo.

(b)

(a) Nesse caso devemos ter = > 0 para que /x esteja bem definida. Nessas condicdes, 2+x /T nio se
anula e, conseqiientemente, o dominio da expressdo do item (a) é o intervalo [0,00). Agora, buscando
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Licao 7: Exercicios resolvidos

uma simplificagdo para a expressdo vamos multiplicar o numerador e o denominador por

1
2+ 2z
2 — xy/x. Para isso precisamos excluir os pontos do intervalo [0,00) onde 2 — 2 \/x se anula.

Para = > 0 temos:
2-2/2=0 <= 2=2yr = 4= = =4,
Portanto, para > 0 e x # /4 podemos efetuar as operacdes a seguir, obtendo a simplificacio:

1 2—x+/x 2—x+/x

2+x\/§:(2+a¢\/5)(2—x\/5) 4— a3

(b) Aqui devemos ter:

e 1 >0 para que /z esteja bem definida.
Nesse caso, /14 /z estd bem definido e é maior ou igual a 1.

e Além disso, precisamos restringir o valor de x para que \/1+ +/z — 1 seja n3o nulo j& que esse
fator estd no denominador da fragdo do item (b).

Para x > 0 temos que:

V1iFvVr—1=0 <= /1+Vr=1 <= 1+y/z=1 <+ z2=0.

Dessa analise, concluimos que o dominio da expressdo ¢ o intervalo (0, c0).

Agora, para x > 0 temos a simplificacdo:

1 _ V1i+Vr+1 _VItVE+l  Vrtayrt Vo
Vitvr -1 (V1+vz —1)(/1+z +1) va) x '

. Simplifique as expressoes, eliminando os radicais do denominador:

(a)

r—a r—a

Vi_va onde a >0 (b)m

Comecemos com a andlise do dominio das expressdes.

onde a € R.

(a) Aqui devemos ter = > 0 para que +/x esteja bem definido. Além disso, devemos ter = # a para
que o denominador n&o se anule. Assim, o dominio da expressdo é o conjunto {z € [0,00) ; x # a}.

Observe que /2 + v/a > 0 no conjunto {z € [0,00) ; x # a} pois, ou z >0 ou a > 0. Assim, para
a#x €[0,00) a expressdo em questdo tem a forma:

roo _ (@oo(Erva) _@-oWFeve) oo

Vi—va T WE-vor+va) | e-a

(b) Aqui a express3o a ser estudada estd bem definida para todo x # a. Para simplifica-la, consideremos
o seguinte produto notavel:
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r—a= (V) - (Ya) = (Vo — Ya)(Va® + faz+ Va?).

Dai, para z # a, segue que:
T—a 3 3
Ti-va = Va2 + Jax + Va?.

1
3 e simplifique-a.

1
r— =
x

10. Determine o dominio de definicao da expressao
m pa—

Vamos determinar quando a expressdo ndo pode ser avaliada.

i Quando x = 0 pois nesse caso z nao faz sentido;
nao faz sentido;

1
1 Quando x — — = 0 pois nesse caso T
T oo =
x
Resolvendo a equagdo acima, para x # 0, obtemos:
1
r——=0 <= 2=- <= =1 <= z==I1.
x x
1> Quando x — —T = 0 pois nesse caso 3 nao faz sentido;
T — — T——7
T
J—
x
Resolvendo a equagdo acima, para « #0 e x # +1 obtemos:
3 3
x—ilzo = r=—7 = 2-1=3 «— 2’=4 — z=42.
r— — T — —
T x
Assim, o dominio da express3o inicial é o conjunto R —{-2,—-1,0,1,2}.
Simplificando a expressdo para x € R —{-2,—1,0, 1,2} obtemos:
1 _ 1 2?1 =1 (x4 1)(z-1)
3 = 3 = 3 = 2 — :
- — T — 2931 ° —x— 31 x(z® —4) z(z—2)(z+2)
x—— =
T
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1. Determine o dominio das expressoes:

2x
3_9 1 b) ——;
(2) 2% — 2z 4 ) 31
T T
T dy —— .
© 1 @
1 3x
f) ——.
(&) 75, ) 5=z
. ab L
. Defina axb = . Qual o dominio da ex-
a1+b
—x*T
jo Flz) = ——7
pressio E(x) e

. Coloque em evidéncia, na expressdo dada, o fa-
tor indicado. Determine os valores de x para os
quais a identidade obtida é verdadeira.
(1) Expressdo: x2 —x
Fator: z2
(2) Expressdo: x
Fator: x — 1

(3) Expressio: 22° — 23+ + 2
Fator: z°

(4) Expressio: x — 223 +12° —x
Fator: —z?

(5) Expressdo: 225 — 23 + 22 4 2
Fator: —z5

(6) Expressdo: 1/x + 2/2?
Fator: 1/

(7) Expressdo: 1/x* —1/22 +3/x — 2
Fator: 1/x3.

2—.13

7

. Uma forma de mostrar que a expressio z2+x+1
é positiva para todo = € R é a seguinte:

(i) Para x >0 temos que
2+rx+1>1>0;
(i) Para = € (—oo0,—1] temos que

z(rx+1)+1>1>0;
————
>0

(iii) Para z € (—1,0) temos que

2?4+ (z+1)>0.
N——
>0

10.

De (i), (ii) e (iii) concluimos que 2% +x + 1 é
positivo para todo x real.

Use os artificios acima para mostrar que

a4+ +1>0,Vz eR.

Use o exercicio anterior para mostrar que a
equacio z® =1 tem, de fato, uma lnica solucio
real, a saber, a solugdo = = 1. Faca isso, fato-
rando 2% — 1 como fizemos no exercicio 5 da
pagina 83.

. Seja b € R. Use o exercicio anterior para mos-

trar que a equacio z° = b tem, de fato, uma

tnica solucdo, a saber, a solucdo x = /b .

. Dé o dominio das expressdes a seguir. ldentifi-

que quais delas s3o produtos notdveis e fatore-as.
(a) 2/22 -9

(b) 1/2® —3/22 +3/x — 1

() 1—3/2%+3/z* —1/ab

(d) 4/2* —1//x.

. Sejam A e B nimeros reais quaisquer. Reduza

a um denominador comum as expressoes a se-
guir e simplifique-as, explicitando o dominio de
validade das igualdades obtidas.
A B A
b) ——
@ —+—7 ®
©)

T B Az

B
1—x 2r—5 2§3x
(d) + =

—22 -2 20 —x2  3x
Ar+1 x-—B x?—4 B

f R

(e) 23—z 3z ()217—:02 T

Determine o dominio de definicdo da expressio
abaixo e simplifique-a:

1+ 1

r x+1
1 1 -
r x+1

Determine o dominio de definicdo da expressdo
1 C
3 e simplifique-a.

Tt
P
T



11.

12.

Licao 7 : Exercicios

Determine o dominio de definicio da expressao
abaixo e simplifique-a:

Determine o dominio de definicdo das expressGes

a seguir, simplifique-as e determine os pontos
onde elas se anulam.

@) +3 ®) o
(<) 5—7_1:‘[2 (d) x? E4:6
& e U o
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Numeros racionais
e numeros irracionais

Nessa licdo vamos voltar a alguns conceitos ja vistos com o objetivo de colocid-los num contexto
um pouco mais elaborado. Para isso vamos precisar de dois belos teoremas: o Teorema de
Pitagoras e o Teorema de Decomposicdo em Fatores Primos .

1 Nudameros racionais

Como ja dissemos, niimeros racionais sao fracdes de nimeros inteiros, isto €, sdo os nimeros
reais da forma

™ onde m,neZ e n#0.
n

Eles também s3o ditos nimeros fracionarios.

Na Licdo 3 vimos: igualdade, simplificacdo e operacbes com fracdes. Consequentemente,
sabemos reconhecer quando dois niimeros fraciondrios sdo iguais, sabemos simplifici-los e operar
com eles.

Por exemplo, usando as regras de operacdes com fragdes, apresentadas na pagina 73 pode-
mos concluir os seguintes resultados:

= racional 4 racional = racional e racional - racional = racional;

Isso segue das regras de adigdo e subtracdo de frages. Vejamos: consideremos as fragGes
de ndmeros inteiros m/n e p/q onde n,q sdo n3o nulos. Vimos na pagina 73 que,

m p mqEtnp
T A Sl
n q nq
0 que mostra que o resultado das operagcdes acima continua sendo um nimero racional.



Licao 8 Secao 2: Decomposicdao em fatores primos

= racional x racional = racional e racional = racional nao nulo = racional;

Novamente, isso segue das regras da pagina 73. Vejamos: consideremos as fracles de
nimeros inteiros m/n e p/q onde n,q sdo n3o nulos. Vimos que,

m _p _mp

n q nqg
0 que mostra que o resultado da operacdo acima continua sendo um nimero racional.

No caso da divisdo, além de precisarmos que n,q sejam nao nulos, também precisamos
que p # 0 para que possamos efetuar a divisdo da fragdo m/n pela fragdo p/q. E como
ja vimos, temos:

m _p__mg

n q np
mostrando assim que o resultado da operacdo continua sendo um niimero racional.

= O inverso de um racional nao nulo é um racional nao nulo;

A prova dessa regra é similar a da divisdo. De fato, ela é um caso particular da regra
acima.

2 Decomposicao em fatores primos

Dissemos que uma fracdo de inteiros é irredutivel quando o numerador e o denominador n3o
tém fatores primos em comum, isto é, s3o primos entre si. Por exemplo:

2 23 21 5o fracses irredutivei 2 10 9 . .

;= — sdo fragdes irredutiveis, mas - 5 = ; = n3o o sdo.

7 7 15 7 100 6 ' 15 7 3
Toda fracdo n3o nula de inteiros tem sua forma irredutivel. Ja falamos sobre isso na
pagina 25. Para encontra-la, basta cancelar os fatores primos comuns ao numerador e ao
denominador. Para isso, usamos a regra de simplificacdo de fragGes vista na Licdo 7 e o
Teorema de Decomposicdo em Fatores Primos que nos garante o seguinte resultado.

Teorema (da Decomposicao em Fatores Primos). Todo nimero inteiro N > 1 pode

ser escrito na forma N = p{* X pg? X --- x p¢s onde 1 < p; < pa < --- < ps sdo
ndmeros primos € a ,Qs, ..., SA0 inteiros positivos.

Além disso, essa decomposicio € linica, isto é:

se N = qfl X q§2 X oee X qf’“ onde 1 < q1 < @@ < -+ < g S30 numeros primos
e B1,B2,...,B sdo inteiros positivos entdo r = s , q; = p; € B; = «; para todo

ie{l,2,...,s}.
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Licao 8 Secao 3: Representando os racionais na reta

Além disso, esse teorema nos garante que a forma irredutivel de uma fragdo n3o nula de
inteiros € Unica, isto é, se % e ™ s3o fracdes irredutiveis com p,q,m,n inteiros positivos e
% = " entdo p=m e ¢ =n. A forma irredutivel de uma fragdo pode nos dar informagdes
preciosas sobre o problema em questdo, como veremos em varias oportunidades.

Mais adiante vamos usar esse teorema para mostrar que /5 ndo é um nidmero racional.
Mas antes, veremos como localizar os nimeros racionais na reta.

3 Representando os racionais na reta

Vimos na secdo 3 da Licdo 2 que, fixados uma orientacdo na reta, uma origem e uma unidade de
comprimento, sabemos localizar nessa reta os nlimeros inteiros, positivos e negativos. Passemos
agora a seguinte pergunta:

Como representar um nidmero racional na reta?

Mais precisamente, de posse dos ingredientes acima citados, pergunta-se:

. . . 5)
Onde se localiza, na reta, o nimero racional 3 ?

Nossa intuicdo, provavelmente, dird: divida o segmento de reta de 0 a 5 em partes

3
iguais. A primeira marcacdo dessa divisao indica a localizacdo na reta da fracao % (ou 5

dividido por 3). A marcagdo seguinte indicara a localizagdo de % + % = % .

0
T
T T

olot
— ]
olot

+
wlo

Il
@5

wlot
wlot

Dito isso, a questdo crucial se resume a:
Como dividir um segmento de reta em partes iguais?
Mais precisamente,
Como dividir o segmento de 0 a 5 em 3 partes iguais”?

A resposta a esta pergunta vem da geometria. Ela é conseqiiéncia do Teorema de Thales.
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3.1 O Teorema de Thales

Teorema (de Thales). Retas paralelas cortando transversais determinam segmentos

proporcionais.

Para bem entender o enunciado veja a representacdo grafica mostrada na figura a seguir.
Teorema de Thales:

|OA'| |A'B'| |B'CY|
|OA| — |AB|  |BC|

onde |XY‘ denota retas transversais
. I
a medida do segmento /

deretade X aY.

retas concorrentes
num unico ponto

retas paralelas

3.2 Aplicando o Teorema de Thales
Vamos agora dividir um segmento OD em trés partes iguais. Para isso,
e Escolhemos um segmento auxiliar v;

e Fixamos uma reta s passando por O, por exemplo, aquela perpendicular ao segmento
OD:;

e Sobre a reta s, usando o segmento auxiliar v, marcamos trés pontos A,B e C como

mostrados na figura a seguir.

 J
}v v}} segmento auxiliar

segmento a ser dividido
em trés parte iguais
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A reta contendo o segmento OD e a reta s sdo as retas transversais. Agora, tracemos as
paralelas. Para isso, seja r; a reta passando pelos pontos C' e D:

e tracemos a reta ro que passa por B e é paralela a reta r; e seja E a intersecao dessa
reta com o segmento OD;

e tracemos a reta r3 que passa por A e é paralela a reta r; e seja F' a intersecdo dessa
reta com o segmento OD .

O magistral Teorema de Thales nos garante que:

|OA|  |AB| _ |BC|
|OF|  |FE| |ED|’

Como |OA| = |AB| = |BC| por construgdo, resulta que |OF| = |FE| = |ED| e portanto,
dividimos o segmento OD em 3 partes iguais como pretendiamos.

Assim, fixados uma reta orientada, uma origem e uma unidade de comprimento, somos
capazes, com a técnica descrita acima, de localizar na reta qualquer niimero racional na forma
p/q onde p e g sdo inteiros positivos: basta dividir o segmento de reta que vaide 0 a p em ¢
partes iguais. A primeira marcacdo dessa divisdo localiza o racional em questdo. Se o racional é
negativo, podemos colocé-lo na forma —p/q onde p e ¢ sdo positivos. Nesse caso, dividimos
o segmento de reta que vai de 0 a —p em ¢ partes iguais: a primeira marcac¢ao dessa divisdo
localiza o racional em quest3o.

Para bem finalizar esta secdo deveriamos explicar como fazemos, com régua e compasso,
para tracar uma reta paralela a uma reta dada, passando por um ponto dado. Mas isso vocé
encontra no Apéndice A.

4 O Teorema de Pitagoras

Provavelmente, nenhum teorema passa por tantas mentes quanto o Teorema de Pitagoras.

Teorema (de Pitagoras). Num tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da hipote-
nusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Nas duas figuras abaixo apresentamos uma Demonstracdo sem Palavras para essa maravilha.
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De fato, essas figuras ndo constituem uma
demonstracdo. Elas nos ajudam a ver, a sen-
tir que o Teorema de Pitdgoras deve ser ver-
dadeiro. Muitas vézes elas vao mais além;
elas nos mostram, nos indicam o que deve-
mos fazer para realmente produzir uma de-
monstracdo para esse teorema.

02

a? + b2

b2

As seis figuras a seguir exibem uma outra Demonstracdo sem Palavras do Teorema de
Pitagoras, desta feita atribuida a Euclides.

b? S w»

Pitdgoras nasceu por volta do ano 572 a.C. na ilha de Samos, no mar Egeu e foi uma das
figuras mais influentes e misteriosas da matematica do século VI a.C. E provavel que tenha
conhecido Thales de Miletus que também viveu nessa mesma época, embora Pitdgoras fosse
bem mais jovem que Thales. Thales viveu no século VI a.C. e é considerado um dos sete
sabios da antiguidade. Conta a histéria que a geometria demonstrativa comegou com Thales
de Miletus. Vocé pode aprender muito mais sobre Thales e Pitdgoras em [4].
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5 Numeros irracionais

Um dos primeiros nimeros ndo racionais que

conhecemos na Educac3o Bdsica é o niimero v/2.

Conta a Histéria da Matematica que, provavel-

mente, /2 foi o primeiro niimero a ser precisa-

mente reconhecido como um ndmero irracional.

Do Teorema de Pitdgoras sabemos que a hipote- N f\»
nusa de um tridngulo retdngulo mede exatamente

V2 quando os catetos medem 1. Essa realizacio

geométrica de /2 nos permite localiza-lo na reta 0 1
orientada como mostrado na figura ao lado. O

arco na figura é um arco de circulo centrado em

0 e tendo como raio a hipotenusa do tridngulo

retangulo.

Lembre-se da magia a qual nos referimos na pagina 27: fixada na reta a orientacado, a
origem e a unidade de comprimento o niimero irracional /2 tem uma localizacdo precisa e
uma forma de realizd-la é a representacdo descrita na figura acima.

Na figura a seguir, representamos na reta mais alguns nidmeros irracionais. Eles sido os
comprimentos das hipotenusas dos tridngulos retangulos com um cateto unitdrio e o outro
cateto medindo, respectivamente, 2, 3,4 e 5.

Os arcos na figura acima sdo arcos de circulos centrados em 0.

Mas porque esses niimeros ndo sio racionais ?

5.1 /5 n3o é racional

A resposta a essa pergunta é dada no diagrama a seguir, o qual explica porque /5 n3o pode ser
racional. Nos argumentos, usamos dois belos teoremas: o Teorema de Pitagoras e o Teorema
de Decomposicado em Fatores Primos.

Na figura anterior o ponto P ndo representa um nidmero racional. E por que ndo? Vejamos:
se P representasse o racional positivo p/n entdo, pelo Teorema de Pitdgoras, teriamos que
(p/n)? = 22 + 12, ou seja, p?/n? = 5. Consequentemente, p> = 5n2. No entanto, essa
igualdade expressa um absurdo. Para ver isso, siga as setas do préximo diagrama.
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Comecemos com uma observa¢io sobre decomposicdo em fatores primos:
se k=22x 7 entdo k2 =2%x 72;

se k=2x32x53x 11 entdo k% = 22x 34x 56x 112,

Note que na decomposicio de k2 em fatores primos todos os expoentes
sdo pares. Essa é uma propriedade geral, que usaremos a seguir.

Na decomposicio de p? em fa-
tores primos, ou o fator 5 n3o

Na decomposicio de n? em fa-

tores primos, ou o fator 5 ndo
aparece, ou aparece com expoente
par.

Na decomposicio de 5n2 em fa-

aparece, ou aparece com expoente

par. Conclusées contraditdrias.

Logo, P ndo representa um racional.

tores primos, o fator 5 aparece e
tem expoente impar.

Essa mesma prova pode ser repetida para mostrar que /2 e /3 também s3o niimeros
irracionais. Alids, em 2000, Tom Apostol apresentou mais uma linda prova geométrica para a
irracionalidade de v/2. Vocé pode encontra-la na referéncia [2]. Vale a pena degusta-la !!

Na figura ao lado os triangulos s3o retangulos,
cada um deles tém um cateto unitdrio e as hipote-
nusas valem v/2,v3,v4,V5,vV6,V7,V8,...,V13
respectivamente.

Outro ndmero irracional importante, uma verdadeira
estrela no mundo da Matemidtica, € o semi-perimetro de
uma circunferéncia de raio 1: o nimero 7. Alids, como
ja dissemos a n3o racionalidade de 7 sé foi demonstrada
em 1761, pelo matematico francés J.H. Lambert. Vocé
pode ler muita coisa interessante sobre a Histéria da Ma-
temdtica em [4].

Na figura a seguir mostramos uma circunferéncia de
raio 1. Como bem sabemos, a metade do seu perimetro
vale 7. Imagine que essa circunferéncia comeca a girar
(sem deslizar) sobre a reta. Apds dar um meio giro ela
terd se deslocado de um comprimento exatamente igual
ao seu semi-perimetro, isto é, igual a .

b |

Quadro I

,i 0 1 2 3 4 ,i
Quadro II

, I

0 Tﬂ_/z 3 4
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+

,i 0 1 2 3 4 ,i 0 1 /I\ 4
Quadro III Quadro IV ™

Nas figuras acima, o comprimento de cada arco mais escuro é igual ao comprimento do
segmento de reta que vai de zero até a extremidade inferior desse arco. E como se estivéssemos
medindo segmentos de reta com o circulo. Como dissemos na pagina 27: parece magia que ao
fixar uma orientag¢do, uma origem e uma unidade de comprimento, também fixamos a localiza¢do
do nimero 7 na reta!ll

6 Regras para identificar irracionais

As regras a seguir nos permitem construir vdrios outros irracionais a partir de irracionais ja
conhecidos.

= racional + irracional = irracional e racional - irracional = irracional ;

Exemplos: 145 —% —+v2 : 6—m sdo nlimeros irracionais.
= racional ndo nulo X irracional = irracional ;
Exemplos: 3v5 ; —2%+/2 : —57 s3o ndmeros irracionais
p o ) 3 ) N

1 O inverso de um irracional é um irracional ;

I S
Exemplos: 7 7

i A raiz n-ésima de um irracional positivo é um irracional positivo;

Exemplos: 7 : 7 ; V2 ; 7 :; /10 sdo ndmeros irracionais .
1w /1 + n? é irracional quando n € Z*;

Exemplos: V1+42=+17 ; +V1+102=+101 ; +1+9%2=+/82 s3onimeros

irracionais .

s30 numeros irracionais .

3=

w /n é irracional quando n € Z1T ndo é um quadrado perfeito;

Exemplos: 17 ; /21 ; +/101  sd3o numeros irracionais, pois 17 , 21 e 101
ndo sao quadrados perfeitos.

Salvo as duas dltimas regras, todas as outras sdo de demonstracido elementar. Os préximos
dois exemplos dao uma clara indicagao desse fato.
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Exemplo

# Sabendo que m é um nidmero irracional, mostre que 27 também é um nimero irracional.
Bem, poderiamos usar a regra que citamos antes e responder: 27 é irracional pois é o
produto de um racional ndo nulo (no caso, o nimero 2) por um irracional (no caso, o nimero 7).

No entanto, vamos dar uma explicacdo que, de fato, serve como demonstracdo desta regra. Faremos
uma demonstragdo por redugdo ao absurdo.

Suponhamos que 27 é racional.
Segue dai que: 27 ="' onde m, n sdo inteiros positivos;
. —m
Logo: 7w ="

Conseqlientemente: 7 é um nimero racional.
O que é absurdo, pois sabemos, gracas ao matemdatico Lambert, que 7 é irracional.

E & & B B &

Portanto: 27 € de fato um ndmero irracional.

# Com o mesmo tipo de argumento podemos mostrar que o produto de um ndmero racional ndo nulo por
um ndamero irracional é um ndmero irracional. Vejamos:

Seja b um ndmero irracional e seja p/q um nidmero racional qualquer onde p, g sdo inteiros ndo nulos.

w  Suponhamos que - x b é racional.
< Segue dai que: % x b= " onde m,n sdo inteiros ndo nulos;
(159 . — gxm

Logo: b Sxn

=  Conseqlientemente: b é um ndmero racional.

= O que é absurdo, pois b por hipdtese € irracional.
= Portanto: % x b € de fato um ndmero irracional.

# De forma similar podemos mostrar que a raiz n-ésima de um ndmero irracional positivo é um nimero
irracional. Vejamos:

Seja b um niimero irracional positivo e seja n € Z* .

Suponhamos que /b é racional.
Segue dai que: Vb = % onde p, g sao inteiros positivos ;

pn

Logo: b= X
Conseqgiientemente: b é um ndmero racional.

O que é absurdo, pois b por hipdtese é irracional.

Portanto:  +/b ¢é de fato um ndmero irracional.

E & 8 &8 B §

# O comportamento dos nimeros irracionais diante das operacbes elementares de adicdo, subtracio, pro-
duto e quociente é bastante diferente daquele que vimos para os racionais.
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Por exemplo a soma de dois nimeros irracionais, mesmo sendo ambos positivos, pode n3o ser um
irracional. E o caso por exemplo dos nimeros V5 e 5—1+/5. Ambos s3o irracionais positivos mas,
V5 4+ (5 —+/5) =5 que n3o é um niimero irracional.

O mesmo ocorre com o produto, isto é: o produto de dois nlimeros irracionais pode ndo ser um nimero
irracional. E o caso, por exemplo, de v/5 e 1/4/5. Ambos sio nimeros irracionais mas, o produto
desses dois ntimeros vale 1.

Vocé pode aprender mais sobre niimeros irracionais em [15].

7 Racionais x periodicidade

Voltemos ao nimero irracional v/2 e a uma de suas aproximacdes, digamos, o ntimero racional
1,414 . Considere a reta real e um segmento de comprimento 1,414 com uma das extremidades
na origem, como exibido na figura a seguir.

1,414 1,414 1,414 1,414 1,414
0, : : | : ; — :
1 T T 5 t 6 1

2x 1,414 3x1414 4x1414 5x 1,414

Agora, vamos justapor, sucessivamente, varios desses segmentos como mostrado na figura
acima. Pergunta-se:

Justapondo-se sucessivamente tais segmentos, como mostrado na figura acima, serd que
depois de um certo niimero de justaposicoes, a extremidade do lado direito
do segmento obtido, estara sobre um nidmero inteiro?

Bem, se justapormos, como na figura, 1.000 segmentos de comprimento 1,414, o segmento
resultante, evidentemente, terd sua extremidade da direita, exatamente sobre o nimero inteiro
1.414.

Pergunta-se:

Serd que 1.414 € o primeiro inteiro positivo que conseguimos
atingir como extremidade a direita, neste processo de justaposicdo?

Vejamos !
Voltando as fracdes irredutiveis, temos que:

1414 2 x7x101 7 x101 ) 9 3
1,414 = 1000 = B x5 3253 Ousel (2 x 5%) x 1,414 = 707.
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Isso significa que justapondo 22 x 5% (= 500) desses segmentos teremos na extremidade da
direita do segmento obtido o nldimero inteiro 707. E de fato, ndo é dificil provar que no processo
de justaposicdo descrito acima, esta € a primeira vez que teremos atingido um nidmero inteiro
como extremidade, a direita, no processo acima descrito. Isso vem como consequéncia do fato
que 707/(2? x 53) é a fracdo irredutivel associada ao racional 1,414. Repare que a fragdo
irredutivel nos diz qual o primeiro inteiro a ser atingido e quantas justaposicdoes devemos fazer
para atingi-lo. A primeira informac¢do estd no numerador e a segunda no denominador.

Essa propriedade reflete uma certa periodicidade associada ao nimero 1,414: a cada
justaposicdo de 500 segmentos, no processo anteriormente descrito, obtemos um niimero inteiro,
a saber, 707 , 2 x 707, 3 x 707, 4 x 707 e assim sucessivamente.

Serd que esta propriedade é uma sutil particularidade do nimero 1,414 ou serd que trata-se
de algo mais geral ? Coloquemos essa questdo de forma mais abrangente.
Consideremos um racional positivo e seja p/q sua fragdo irredutivel. Pergunta-se:

Justapondo-se sucessivamente como no processo descrito acima, segmentos de comprimento
p/q, depois de quantas repeticdes aparece na extremidade do lado direito,
o primeiro niimero inteiro?

Nesse caso, temos que:

p p p p
gx==p ; Q2gx==2 ; @Bgx==3p ; (g x==dp ;
q q q q
Assim, a cada ¢ justaposi¢des de segmentos de comprimento p/q teremos um nimero inteiro
nas extremidades do lado direito dos segmentos obtidos, a saber: p, 2p , 3p, 4p e assim
sucessivamente.

Como saber que p € o primeiro inteiro positivo obtido nesse processo?

Admitamos que seja possivel multiplicar p/q por um inteiro positivo ¢’, obtendo como

resultado um inteiro positivo p’ < p. Assim, ¢ x b p’. Logo, b ]i/ Por sua vez,
q q

p'/q' tem sua forma irredutivel, digamos, p”/q" onde p” < p’ pois cancelamos fatores comuns

para obter a forma irredutivel. Em resumo, temos que p/q e p”/q"” sdo fra¢des irredutiveis

satisfazendo: .

— 2 onde p’ <p <p.

q//

Q3

Mas isso nio é possivel, pois sendo fracdes irredutiveis, temos que p = p” e ¢ = ¢ como
observado na pagina 127.

Mostramos assim que p €, de fato, o primeiro inteiro a ser obtido no processo acima descrito,
quando p/q estd na forma irredutivel, onde p,q € Z*.

No entanto, essa periodicidade associada aos racionais é negada a todos os irracionais.
Consideremos, por exemplo, o caso de V2.
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Suponhamos que justapondo n segmentos de comprimento /2 , como no processo acima,
consigamos obter um nimero inteiro m . Nesse caso, concluimos que n X V2 =m, ou seja,
V2 =m/n o que é absurdo, pois sabemos que /2 n3o é um niimero racional®.

Mas resta uma pergunta!!

O irracional \/2 n3o tem a periodicidade que suas aproximacdes racionais tém!!
O que lhe restou entdo, no processo acima descrito?

Restou-lhe algo interessantissimo !!

Justapondo sucessiva e indefinidamente segmentos de comprimento /2 nunca consegui-
remos atingir nlimeros inteiros nas extremidades, a direta, dos segmentos obtidos, mas nesse
processo tais extremidades passam t3o préximo de niimeros inteiros quanto pudermos imaginar,
ou melhor, quanto quizermos!! Por exemplo, em algum momento do processo de justaposicao
a extremidade 3 direita estard a menos de 10~!'! de algum niimero inteiro positivo. Isto &,
existem inteiros positivos m ,n tais que

0<nv2 —m< 10",

Para detectar este fato, voltemos a pagina 89 para usarmos a expressio decimal de /2.
Podemos escrevé-la da seguinte forma:

V2 = 1,4142135623730950488016 -+0,0000000000000000000000 8872421 . ..

22 d‘l';itos 22 zeros
< 1,41421356238 + 0,0000000000000000000000 9 .
11 digitos 22 zeros

Portanto, 10'/2 < 141421356238 + 0,000000000009 e dai obtemos que
N————

11 zeros

101 V2 — 141421356238 < 0,9 x 1071 < 1071
N—— —_——

n m

como haviamos citado anteriormente.

Finalizamos esta secdo lembrando que a propriedade acima descrita é, de fato, verdadeira
para todos os irracionais.

Vocé pode aprender mais sobre periodicidade e racionais na subsecdo 2.4 do préximo capitulo
e na referéncia [11].

Exercicios resolvidos

1Repare que essa prova permanece vélida quando trocamos /2 por qualquer irracional positivo !!
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1. Marcados os nimeros 0 e 3 na reta orientada, marque o nimero 3/5 usando o processo de
divisao de segmentos em partes iguais.

Para isso, dividiremos o segmento
de 0 a 3 em cinco partes iguais. A primeira
marcacdo dessa divisdo representard o ponto
3/5. Aplicamos o Teorema de Thales para rea-
lizar essa divisao, como na divisdo do segmento
de 0 a 5 em trés parte iguais. O segmento
auxiliar mostrado na figura é usado para fazer
as marcacdes na reta vertical. Essa reta e o eixo
orizontal s3o as duas transversais do Teorema de
Thales. As retas pontilhadas sdo as paralelas.

I Segmento auxiliar

2. Fixe uma unidade e marque na reta orientada o nimero %

Fixemos uma unidade com a abertura de um compasso, e marquemos com esse compasso
os inteiros 0,1,2 e 3 a partir da escolha de uma origem. Temos que

21 3x7 7 542 2

15 3x5 5 5 5

Assim, para marcar o ponto correspondente ao nimero 21/15 basta, por exemplo, dividir o segmento
de 1 a 3 em 5 partes iguais e tomar a primeira marcacdo. Ela representard o niimero 1+ %

J Segmento auxiliar

0 1 vz 2 “ 3

3. Conhecendo as posicoes na reta orientada dos niimeros 4 e 7, marque os nimeros 23/5 e
6,4.
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Temos que
§ — M =44 § e ISegmento auxiliar
5 5 5 :
64 32 20+12 12 3
4= —=—= =4+— =4+4x—.
04=1=7% 5 Ty TG

Assim, para marcar os pontos em questao vamos H-.
dividir o intervalo de 4 a 7 em 5 partes iguais.
Cada um dos subintervalos terd comprimento T

% = % Portanto, a primeira marca dessa
divisdo representard o nimero 4+ 2 = 2 e a 5 T T R~
ultima marca representard o nimero 444 x g = 4+ —_
6,4. 4+4X§=6,4

. Quais dos nimeros reais a seguir sao irracionais ?

(@) V5D A .1 o CTVOWE-vD)

(a) Temos que: /50 = v/1+n? onde n =7 € Z*. Logo, v/50 é um ndmero irracional’.

(b) Vamos responder essa pergunta seguindo as regras que identificam irracionais. Elas garantem que
/2 é um ndmero irracional. Logo, —v/2 também o é. Assim, 1—+/2 é irracional e, consequentemente,

/. st 3 , , . .
sua raiz clibica v/1 —+/2 é um niimero irracional.
Outra forma de responder essa questdo é a seguinte:

Suponha que v/1 —+/2 é um nimero racional. Logo, existem p,q € Z* tais que v/1—+2 = p/q.

Elevando ao cubo, obtemos:
3

P’ p
1—\/§:q—3 — \/izl—q—3

. ’ . 7 3 7 7 . .
provando assim que V2 é racional, o que é absurdo. Portanto, 1 —+/2 é um ndmero irracional.

(c) Simplificando a expressdo obtemos:

2+V6)(V3—Vv2)  (2+V6)(V3—v2)(V3+V?2) 2+6

1
= = = — mostrando que o nimero
22 22 (V3 +12) 2(v6+2) 2

em questao é racional e, portanto, ndo é irracional.

(d) As regras dadas n3o permitem decidir se esse niimero é ou n3o irracional. Para mostrar que ele é
irracional vamos usar os argumentos do item (b).

2Repetindo os mesmos argumentos usados na demonstracio que /5 & irracional, vocé poderia provar que
v/50 também ¢ irracional.
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=  Suponhamos que v/6 — /3 é racional.

= Segue dai que: V6 —+/3 = m/n onde m, n sdo inteiros positivos;
w  Elevando ao quadrado: 3 — 2/18 = m?/n?
= Logo: V18 = M
2n2
= Portanto: 3v2 = M
22n2 2
=y Consequentemente: V2 = 3716% é um ndmero racional.
O que é absurdo, pois /2 n3o é um ndmero racional.
=g Portanto: /6 — /3 é de fato um nimero irracional.

5. Pergunta-se: se as medidas dos catetos de um triangulo retangulo sao niimeros racionais, entao
a medida de sua drea também sera racional ?

Denotemos por b e h as medidas dos catetos do tridngulo e suponhamos que elas sao

nimeros racionais. Assim, a drea A do tridngulo, dada por A = %bh, é o produto de nilmeros
racionais, a saber: b,h e 1/2. Logo, A é um ndmero racional e a resposta a pergunta colocada é SIM.

6. Mostre que se a medida da area de um disco plano é um numero racional, entdao a medida do
raio desse disco é um numero irracional.

2 2

Seja r a medida do raio do disco. Sabemos que sua area vale 7r®. Por hipdtese, mr é

um nidmero racional. Logo, 7% = p/q onde p,q sdo inteiros positivos. Agora temos:
mr=t = = [P
q q

D P . . - .
e — x m é irracional pois é o produto de um racional n3o nulo por um irracional ;
q

/P e L . L .
e , /= x m éirracional pois é a raiz quadrada de um irracional positivo;
q

Das regras estudadas segue que:

e assim, concluimos que a medida do raio 7 do disco é um nimero irracional.

7. A medida do lado de um quadrado cuja diagonal mede 30 cm €é um ndmero racional ?

Considere o quadrado ABCD cuja diagonal mede 30cm. O tridngulo ABC' é retangulo

em B e is6sceles pois, |AB| = |BC|. Assim, temos:

D c
|AB2+ |BC|2 = |AC]>? = 2|AB>=900 = |AB|>=900/2
— |AB|=30/V2 = |AB|=15V2.
Logo, o lado do quadrado mede 15v/2 ¢m . Das regras estudadas concluimos que A B

a medida do lado em questdo n3o é racional.
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8. No trapézio mostrado abaixo, temos: |AB| =8, |AD|=5,|DC|=3 e |CB|=4. Cal-
cule a altura do trapézio.

Os triangulos AD'D e C'BC s&o retangulos. Assim, fazendo h = |D'D| = |C'C|,
x = |AD'| e z=|C'B|, segue do Teorema de Pitdgoras que:

2=a?+h? e 16=2"+1" = 2?-:2=9. (81) D, <

Além disso, temos que:

r+3+2=8 < x+z=5 << z=5-z. (82) A D c B

De (8.1) e (8.2) segue que: 2°> —(5—12)?=9 <+= 10x =34 <= x=34.Assim,

h2725007%71344726><3><7724><21 e
100 100 100  22x52 52 5

ja que h é positiva.

Terminado o exercicio temos a obrigagcdo moral de colocar a seguinte pergunta: um tal trapézio existe?
Tente uma solucdo geométrica, sem calculos.

9. Mostre que se um triangulo equilatero tem como medida de seus lados um nimero racional,
entao a altura desse triangulo tem medida irracional.

Sabemos que num tridngulo equildtero todos os lados tém o mesmo comprimento. Seja /¢
tal comprimento e seja h o comprimento da altura desse tridangulo. O Teorema de Pitadgoras nos garante

que: (6)2:h2+(§)2 = h2:(€)2—<§)22232 = hzi\/?)».

Como ¢ é racional e /3 é irracional, concluimos que a medida da altura do triangulo é irracional.

10. Mostre que nao existem triangulos simultaneamente retangulos e isésceles cujas medidas dos
lados sejam numeros inteiros.

Suponhamos que um tal tridngulo existe. Seja m € Z* a medida de sua hipotenusa e seja
n € Z* a medida de cada um dos seus catetos. Segue do Teorema de Pitdgoras que
m? m
m?=n’+n’=2n? — 2= — = V2 ==
n n
o que contradiz o fato que /2 é um nimero irracional. Mostramos assim que n3o existem tridngulos
simultaneamente retdngulos e isésceles cujas medidas dos lados sejam niimeros inteiros.

Terminado o exercicio, ndo podemos deixar de colocar a seguinte pergunta: um tal tridngulo existe
quando a medida dos lados sdo niimeros racionais?

11. Seja r um ndmero racional.
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(i) Mostre que o simétrico de todo niimero racional em relacdo a r também é um nimero
racional ;

(it) Mostre que o simétrico de todo nimero irracional em relacdo a » também é um nimero
irracional ;

Sabemos que os simétricos em relacdo a r tém a forma r £ b. Seja A um ndmero real
qualquer e coloquemos r+b = A. Assim, b =\ —1r e o simétrico de A\ em relacdo a r vale r —b
onde:

r—b=r—(A—-r)=2r—X\.

Portanto, o simétrico de A € R em relagdo a r vale 2r — A. Logo,

(¢) se A é racional, entdo 2r — X é racional, pois é a diferenca de dois racionais: 2r e A;

(it) se A éirracional, entdo 2r — A é irracional, pois é a diferenca entre um racional (no caso, 2r) e
um irracional (no caso, A);

demonstrando o que pretendiamos.

12. Seja r um ndmero irracional.

(/) Mostre que o simétrico de todo niimero racional em relacdo a » é um nimero irracional ;

(ii) Mostre que o simétrico de todo nimero irracional em relagdo a » é um nimero racional.

Seguindo os passos da solugdo do exercicio anterior, sabemos que o simétrico de um nimero
real A em relagdo a r é dado por 2r — A. Dai, podemos concluir que:

e se A éracional, entdo 2r — X\ é irracional, pois é a diferenca entre um irracional (no caso, 2r) e
um racional (no caso, A);
e se \ éirracional, entdo 2r — \ serd?

Bem, aqui temos um problema! O exercicio pede que mostremos que 2r — A\ é racional, mas isso
é falso, pois a diferenca entre dois irracionais (no caso, 2r e \) pode ser um ndmero irracional.
Vejamos um exemplo !!

Seja A = 3r, o qual é irracional. Nesse caso, temos que o simétrico de A em relacdo a r vale
2r —3r = —r que, também, é irracional. Isso mostra que a afirmac&o feita no item (ii) do presente
exercicio é falsa.

Concluimos ent3o que a afirmag3o feita no item (i) é falsa.

13. Repita o processo descrito na segdo 7 trocando 1,414 por 2,236. Determine com qual peri-
odicidade as extremidades a direita, dos segmentos obtidos no processo, estao sobre nimeros
inteiros.

Temos que:
2236 22 x 559 559
103 23 x 53 2x53°

2,236 =
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Assim, concluimos que (2 x 53) x 2,236 = 559. Segue dai que justapondo sucessivamente 2 x 53
(=250) segmentos de comprimento 2,236, como no processo da se¢do 7, encontraremos um ndmero
inteiro na extremidade a direita do segmento obtido. Além, disso, como a fracao 255’33 estd na sua forma
irredutivel, concluimos que esta é a primeira vez em que este fato ocorre. Assim, a cada justaposicdo de
250 segmentos de comprimento 2,236 obteremos os inteiros 559 , 2 x 559 , 3 x 559 , 4 X 559 e assim

sucessivamente.

Sabemos que trocando /2 por /5 no processo descrito na secio 7 também ndo consegui-
mos obter nimeros inteiros nas extremidades a direita dos segmentos construidos. De forma
semelhante ao que foi feito la, mostre que existem inteiros positivos m ,n tais que

0<nvbh —m < 1078,

Voltemos 3 pagina ?? para usarmos parte da expressio decimal de /5. Temos que:

V5 = 2,2360679774997896 + 0,0000000000000000 9640917366873127623 . . .
16 zeros

< 2,23606798 + 0,0000000000000000 97

16 zeros

Portanto, 108v/5 < 223606798 + 0,0000000097 e dai obtemos que
———

8 zeros

10% V5 — 223606798 < 0,97 x 108 < 1078
N———" N—_———

n m
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11.

. Quantos racionais

. Quais dos nlimeros a seguir sdo racionais ?

(a) V0,81  (b) 0,402  (c) 22
(d) 5 () v () Ton
() 0,21 (h) 3 (i) v/0,49.

Se racionais, escreva-os na forma de uma fracdo
irredutivel.

Prove que se a é um racional positivo, entdo

() + (452 (- %)

também é um racional positivo.

existem entre 1 e 5, pos-

suindo a forma % onde n é um inteiro?

. Quantos racionais existem de —7 a 20 pos-
suindo a forma 2 onde n ¢ um inteiro?

. Todo ndmero racional n3o nulo pode ser colo-
cado na forma % com ne€Z?

. Todo ndmero racional n3o nulo pode ser colo-

cado na forma % com be Q7

. Quantos nidmeros inteiros n existem satisfa-

zendo a condicdo % <05 < %?

. Quantos nimeros racionais b existem satisfa-

zendo a condi¢cdo % <05 < %?

. Quantos numeros inteiros n satisfazem a desi-

3.2

n

gualdade 0,5 <

14

Considere a fracdo 9 - Quais os dois menores
nlGmeros inteiros positivos que podemos adicio-
nar ao numerador e ao denominador sem alterar
o valor da fragdo?

Quais dos numeros a seguir sdo irracionais ? Jus-
tifique sua resposta.

(a) 3v2 (b) v2/2 (€) vV2-5.

3Extraido de When close enough is close enough
499, 2000.

12. Quais dos nimeros a seguir s3o racionais? Jus-

tifique sua resposta.
(@) 2/v3  (b) 2 (c) V6++/5
(f) 7522

V20
@22 (V53 oV

13. Sejam a,b € R. Quais das seguintes afirmac¢des
sdo verdadeiras e quais sdo falsas ? Justifique sua
resposta.

(1) avV2 ¢ Q, Ya € Z*;

(2) av2 ¢ Q, Va € R*;
(3)a+bv/2¢Q, Va,be Z*;
(4) a—0vV2¢Q, Ya,beR*;
(5)Sea,b¢ Q,entdo a+b¢ Q.

14. Quais das afirmagdes a seguir sdo verdadeiras?

(a) A raiz quadrada de um irracional positivo
pode ser racional ;

(b) O cubo de um racional pode ser irracional;

(c) A raiz cdbica de um irracional positivo é ir-
racional ;

(d) O quociente de dois irracionais distintos € ir-
racional .

15. Os nimeros reais® /75025 + /121393 +
V196418++/317811 e /514229++/832040 sdo
iguais ou distintos? Use um software apropriado

para tentar uma aproximacao. . .

16. Para cada item, construa um subconjunto do

conjunto dado, com uma infinidade de elementos
e que tenha, somente, nimeros racionais.

(a) {xr eR; 2 < x <3}
(b) {z € R; 2 < z < 2,0000001}.

17. Para cada item, construa um subconjunto do

conjunto dado, com uma infinidade de elementos
e que tenha, somente, nimeros irracionais.
(a) {zeR; 2 <2z <3};
(b) {z e R; 2 <z < 2,0000001}.
, The American Mathematical Monthly, June-July, pp 489-
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Licao 8: Exercicios

Seja b um ndmero real positivo. Construa uma
infinidade de ndmeros irracionais no intervalo
(0,0).

Sejam 0 < a < b. Construa uma infinidade de
niimeros irracionais no intervalo (a,b).

A raiz quadrada de um inteiro positivo e impar é
um ndmero irracional ?

Seja n € Z*. Mostre que /n é um inteiro se,
e somente se, n é um quadrado” perfeito.

Seja m € Z*. Mostre que se n nio é um qua-
drado perfeito entdo +/n é irracional.

Seja m € ZT. Mostre que v/1 + n2 é irracional.

Mostre que todo nlimero inteiro pode ser colo-
cado na forma b+v/2 + 2 onde b é um nimero
real.

Mostre que todo niimero real pode ser colocado
na forma mb—1 onde b é um ndmero real.

Enuncie e resolva exercicios semelhantes aos dois
ultimos.

Repita os argumentos da se¢do 5.1 para mostrar
que /5 é irracional.

Generalize esse resultado para as raizes de ordem
n de 5 e prove a generalizagdo proposta.

Usando os argumentos da se¢do 5.1 podemos
mostrar que V/2 é irracional ? E sobre /37

Sera que a raiz quadrada de um nimero primo é
um ndmero irracional ?

Serd possivel generalizar esse resultado para
raizes de ordem n onde n > 2 é um ndmero
inteiro ?

Na figura a seguir os triangulos sdo retangulos,
cada um deles tém um cateto unitario e as hipo-

tenusas valem \/5,\/3,\/1,\/5,\/6,...,\/13

respectivamente.

33.

34.

35.

36.

Prossiga no desenvolvimento da figura até chegar

em v/20.

Se vocé prosseguisse indefinidamente marcando

V2,v3,...,4/20,... qual seria o aspecto da
curva formada pelos catetos unitdrios ?

Use um software apropriado para fazer a figura
acima até atingir v/60.

Seja 0 < a < b. Mostre que existe uma infini-
dade de racionais no intervalo (a,b).

Seja T um tridngulo qualquer. Mostre que o
conjunto dos tridngulos semelhantes a T' ¢ infi-
nito. Faca uma figura que indique com clareza
esse fato.

Seja r um numero real com a seguinte proprie-
dade: o simétrico de qualquer nimero irracional
em relacdo a r, também é irracional.

Mostre que r é um ndmero racional.

*Um inteiro n > 0 é um quadrado perfeito quando n = m? para algum inteiro m.
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Resolucao de
equacoes

Uma equagdo é uma igualdade na qual figura uma incégnita. Resolver uma equagdo em R é
encontrar os valores reais da incdgnita que satisfazem a igualdade. O conjunto formado por
esses valores é dito conjunto solugdo da equacdo e serd frequentemente denotado pela letra S.
Agora, vamos estudar alguns tipos de equagdes, comecando pelas mais simples. A tética
para resolver equacbes é sempre a mesma: reduzi-las a equagdes elementares. Além disso,
convencionamos aqui que, resolver uma equagao significa determinar suas solugdes reais.

1 Algumas equacoes elementares

Algumas equag¢des sdo de resolucdo imediata. Por exemplo:

w ol =0 <= z=0; ww 22 = —3 n3o tem solucdes;
S ={0}. S=0.

wopl=0 < 2x=0: w ot = 8 — r=-2:
S ={0}. S={-2}.

w2y =3 <= x=23/2; w ot =1 — =1
S ={3/2}. S={1}.

w =0 <— z=0: wor|l=1 <= x=4%r;
S = {0}. S={-m.n}.

w2 =3 < 1=+V3: & |z| = —1 ndo tem solugdes;

S=1{-v3,V3}. S=0.
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wool=2 = 1=4+V72; Wzl =2 <<= x2>0.
S—{-v3, V3. S§=1[0,00).

wJr=1 — z=1; w zl+x=0 < x<0.
S={1}. S = (—00,0].

w Yr=2 <+ x=38. w |z|+2t=0 <= z=0.
S ={8}. S ={0}.

w o/l =1 — z==1. wr4+1=0 < zx=-1.
S={-1,1}. S ={-1}.

w 3z] =2 <<= z=48. wplta?=0 <= z=0.
S=1{-8,8}. S ={0}.

Existem equacdes que n3o sdo de resolucdo t3o imediata mas podem ser resolvidas por
um processo simples. E o caso, por exemplo das equacdes do primeiro e segundo graus que
estudaremos a seguir. Veremos, também, uma estratégia que permite reduzir certas equagdes
a equagdes dos tipos acima citados: isso é feito através de uma operacdo dita mudanca de
varidvel. Veremos essa bela estratégia de solucdo logo apéds o estudo das equagdes do primeiro
e segundo graus.

2 Equacao e expressao do primeiro grau

Uma equacdo do primeiro grau é uma equacgao da forma

ar+b=0 onde a,beR e a#0. (9.1)

A expressio' no primeiro membro da igualdade (9.1) é dita expressdo do primeiro grau.

Os parametros a, b sdo, respectivamente, o coeficiente do termo de primeiro grau e o termo
independente da expressdo ax + b.

2.1 Resolucao de uma equacao do primeiro grau
Como a # 0, a resolugdo da equagdo (9.1) é feita através da sequéncia de simplificagdes:

ar+b=0 <+— ar=-b <+— x:g

IN3o confunda expressio do primeiro grau com equacio do primeiro grau. Uma expressio do primeiro grau,
como dissemos acima, é uma expressio da forma P(z) = ax + b onde a,b € R e a # 0. Note também que a
expressdo P(z) = b n3o é do primeiro grau pois o coeficiente do termo de primeiro grau é nulo.
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jd que a # 0. Assim, o conjunto solugdo da equacdo (9.1) é: S ={—b/a}.

Note que a solu¢do da equagdo (9.1) é o zero da expressdo ax + b. De uma forma geral,
determinar os zeros de uma expressdo E(z) é o mesmo que determinar as solu¢Bes da equagdo
E(z) = 0. No entanto, expressdo e equagdo sdo objetos matematicos distintos. Também
dizemos que uma expressao do primeiro grau é um polinbmio de grau 1 e seu zero é a raiz
desse polinémio.

Exemplos

2x + 1 é uma expressao do primeiro grau. # Na expressao m — H5x temos:

O coeficiente do termo de primeiro grau vale 2;
O termo independente vale 1.

A solucdo da equacdo 2x +1 =0 é:
2r4+1=0 <<= 2r=-1 < z=-1/2.
Portanto, S={—-1/2}.

x — 3 é uma expressao do primeiro grau.

O coeficiente do termo de primeiro grau vale 1;
O termo independente vale —3.

A solucdo da equacdo = — 3 = 2 sera:
r—3=2 <+ x=35.
Portanto, & = {5}.

O coeficiente do termo de primeiro grau vale —5;
O termo independente vale 7;

A equagdo m — 5z =1 tem a seguinte solu¢io:
T—1

T—5r=1 < br=n—-1 < x= 5

Portanto, & = {(w —1)/5}.

2|z| — 3 n3o é uma expressio do primeiro grau?,
pois ndo é da forma ax + b. No entanto, pode-
mos resolver a equagdo 2|x| —3 = 0 imitando a
resolucao para equacgdes do primeiro grau:

02| —3=0 <= |2|=3/2 <= a=4=43.

Portanto, S={-3,3}.

2.2 Sinal de uma expressao do primeiro grau

Voltando a expressio ax + b do primeiro grau, temos que:

jad que a # 0. (9.2)

a$+b:a(fc+g)

Colocada nessa forma, fica facil ndo apenas determinar onde a expresssdo ax+b se anula (o que
ja fizemos), como também, analizar o sinal dela. Examinando o membro direito da igualdade
(9.2) concluimos que:

?De fato podemos entender que a expressio E(x) = 2|z| — 3 é uma expressdo do primeiro grau na varidvel
|z|. lgualmente, entendemos que a expressdo E(x) = a|z|+ b é uma expressdo do primeiro grau na varidvel |z|
quando a # 0.
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= qxr + b se anulaem —b/a;
1 Quando a > 0 temos:

= ax + b é positivo quando x —1—2 >0;

- b .
ou seja, quando T > —7; o sinal de ax + b
isto é, a direita de —b/a; | oo --- ke e e e e e e

—b/a quando a > 0

= ax + b é negativo quando x + g <0;
ou seja, quando x < —2;
isto é, a esquerda de —b/a.

sinal de ax + b
++++++++ 0

1w Quando a < 0 temos: _b/a

quando a < 0

= ax + b é negativo a direita de —b/a;

= ax + b é positivo a esquerda de —b/a;

como exibido nas figuras ao lado.

Note que ax + b ndo muda de sinal quando estamos a direita (resp. esquerda) de —b/a.
Portanto, para descobrir o sinal de ax + b a direita (resp. esquerda) de —b/a basta avaliar a
expressdo ax + b num ponto a direita (resp. esquerda) de —b/a. Essa propriedade serd usada
com frequiéncia no estudo do sinal de expressdes mais complicadas.

2.3 Grafico de uma expressao do primeiro grau

O grafico de uma expressdo do primeiro grau é uma reta. Tal reta é ndo horizontal ja que o
coeficiente do termo do primeiro grau é, por definicdo, ndo nulo. As figuras a seguir mostram
o grafico da expressdo do primeiro grau E(z) = ax + b quando a > 0 e quando a < 0.

E(zx)=az+b e a>0 E(z)=ax+b e a<0
axr2+b = y2 [l 77777777 z1 @9
‘ —b/ada | ‘
_ a>0 ‘
b= | I y2—y1 _
tga=L2=U — ¢ >0 IN_ BT mpmy =<0
7b/a/4 ar1+b= Y1 o < ’O’l”%”é’
z1 2 |
axa+b = yg -

Note que para x1 # x2 temos:

_y2—uy1 _ azxz+b— (ar; +b) .
_.’ngﬂfl_ Tro9 — T1 -

tga
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Por isso o coeficiente do termo de primeiro grau é dito coeficiente angular da expressdo de
primeiro grau E(x) = ax + b. Ele mede a inclinagdo do gréfico da expressdo de primeiro grau
em relacdo ao eixo das abcissas.

Além disso, em x =0 a expressdo ax + b vale b. Isso significa que o termo independente
dessa expressdo é o ponto do eixo das ordenadas por onde passa o seu grafico. Concluimos
também que o ponto onde a expressdo ax + b se anula é o ponto do eixo das abcissas por
onde passa seu grafico.

Quando a > 0 dizemos que a expressdo E(z) = ax+b é crescente ja que E(x) aumenta
quando = aumenta. Analogamente, dizemos que E(z) = ax+b é decrescente quando a < 0.

Observe que o angulo o que o grafico da expressdo do primeiro grau faz com o sentido
positivo do eixo das abcissas estd compreendido entre —7/2 e m/2. Ele esta:

@& entre —7/2 e zero quando a < 0; @ entre zero e /2 quando a > 0.

2.4 De volta a racionais x periodicidade

Consideremos a reta L : y = avx munida da orientacdo mostrada na figura. Nosso objetivo
aqui é responder as seguintes perguntas:

! /L/ ry=oaw Sob que condicbes podemos garantir que deslocando-se sobre
L, partindo da origem e seguindo sua orientacdo, vamos
encontrar pontos com ambas as coordenadas inteiras,
distintos da origem?

Caso existam, com qual periodicidade eles sdo encontrados?

Primeiramente, vejamos que jamais encontraremos esses pontos quando o coeficiente angular
de L for um ndmero irracional.

Consideremos entdo o caso em que « é um ndmero irracional e admitamos que deslocando-
se sobre L, como colocado na pergunta, tenhamos encontrado um ponto (m,n) distinto da
origem, com ambas as coordenadas inteiras. Nesse caso, o ponto (m,n) satisfaz a equagdo
de L e teremos:

n=am <= a=—
m
0 que ndo pode ocorrer, pois « é suposto irracional.

Mostramos assim, que se o coeficiente angular de L ¢é irracional, entdo L nunca passarad
por pontos com ambas as coordenadas inteiras, a n3o ser a origem.

Admitamos agora que o coeficiente angular de L é racional. Mais precisamente, admitamos
que o = 1,414. Assim, a equacao de L toma a forma y = 1,414 x e temos:

r=100 = y=1414.

150



Licao 9 Secao 2: De volta a racionais x periodicidade

Assim, a reta L passa pelo ponto (103,1414) que tem ambas as coordenadas inteiras.

Mas este é o primeiro ponto com coordenadas inteiras que atingimos, partindo da origem?
Como no estudo feito na pagina 135 concluiremos que n3o. Voltando a forma irredutivel de
1,414, como fizemos na referida pagina, teremos:

707

————=x e dai concluimos que:
22 x 53

y =
partindo da origem, e seguindo a orientagcdo de L passaremos pelos seguintes pontos, distintos
da origem, com ambas as coordenadas inteiras:

(22 x 53,707) , (2x 22 x 53,2 x707) , (3 x 22 x53,3x707), (4x2%x 53 4 x 707)

e assim sucessivamente. Note que (2 x 22 x 53,2 x 707) = (103, 1414).

Podemos provar que (22x53,707) é, de fato, o primeiro ponto com as propriedades exigidas
e isso, vem como presente da forma irredutivel de «.

Novamente, como estudado na secdo 7 do capitulo 8, essa propriedade reflete uma certa
periodicidade, consequéncia do fato de L ter um coeficiente angular racional: a cada desloca-
mento sobre L de comprimento /5002 + 7072, partindo da origem, e seguindo a orientac3o de
L, encontramos um ponto com ambas as coordenadas inteiras. Esse processo descreve todos
os pontos de coordenadas inteiras, sobre L, a direita da origem.

Recoloquemos essa questdo de forma mais geral, agora, considerando a reta L : y = gx

onde p,q € ZT e p/q estd na forma irredutivel. Da sua equagio concluimos que L passa
pelos pontos:

oo (=3¢,-3p) , (=2¢,-2p), (=q,p), (0,0), (q¢,p), (2¢,2p), (3¢,3p) ...

que tém ambas as coordenadas inteiras. Além disso, como p/q estd na forma irredutivel,
podemos provar, de forma semelhante ao que foi feito na pagina 136 que esses sdo os lnicos
pontos com ambas as coordenadas inteiras. Note que temos novamente uma periodicidade:
a cada deslocamento sobre L de comprimento +/q2 + p?, partindo da origem, e seguindo a
orientacdo de L, encontramos um ponto com ambas as coordenadas inteiras.

Novamente nos vem o seguinte questionamento:

Quando o coeficiente angular de L ¢€ irracional ndo temos
a periodicidade detectada no caso racional !!
O que resta a L, no processo acima, quando seu coeficiente angular € irracional?

De forma similar ao que fizemos na secdo 7 do capitulo 8, podemos provar que ao deslocarmos
sobre L, ndo encontraremos pontos distintos da origem, com ambas as coordenadas inteiras. No
entanto, passaremos tao préximos desse tipo de ponto quanto pudermos imaginar, ou melhor,
quanto quizermos. De forma um pouco mais precisa, em algum momento nesse deslocamento,
estaremos a uma distancia inferior a 107199 de um ponto com ambas as coordenadas inteiras !!
. . A . . . _101000
Mais tarde, no deslocamento sobre L, passaremos a uma distancia inferior a 10 de um
ponto com ambas as coordenadas inteiras !!
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3 Equacao e expressao do segundo grau

Uma equacdo do segundo grau é uma equac¢do da forma
ax’ +br+c=0 onde a,b,ccER e a#0. (9.3)

A expressdo no primeiro membro da igualdade (9.3) é denominada expressdo do segundo
grau ou trinémio do segundo grau®. Os parametros a, b, ¢ s3o, respectivamente, o coeficiente
do termo de segundo grau, o coeficiente do termo de primeiro grau e o termo independente do
trinbmio.

Lembre-se que, as solucdes da equacdo (9.3) s3o os zeros da expresssio az? +bx +c. A
expressao do segundo grau também é dita um polinébmio de grau 2 e seus zeros sao as raizes
desse polinémio.

3.1 Completando quadrados

Veremos agora a exuberdncia do método, conhecido como método de completar quadrados,
que nos permitird fazer uma andlise fina da expressdo do segundo grau. Esse método pode ser
aplicado para analisar o comportamento de outras expressdoes, como veremos nos Exercicios
Resolvidos .

Completar quadrado numa expressdo é escrevé-la na forma

A(x+B)>+C ou +(Az+ B)?>+C.

Para colocar ax? + bx + ¢ nessa forma, fazemos:

wsssomaliber Seof(e0 2 By
:a{<x+21;)2624_a;m}
=of G”%f‘ﬁ} (9.4)
>0

onde A = b? — 4ac é dito discriminante de ax? + bx + c.
A igualdade (9.4) nos permitird varias conclusdes importante sobre expressdes do segundo
grau.

Exemplos

3Novamente, n3o confunda trinémio do segundo grau com equacio do segundo grau. Um trindmio do segundo
grau, como dissemos acima, é uma expressdo do tipo E(z) = az? +bxr+c onde a,b,c€R e a#0.
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?+2+2={(z+1)2-1}+2=(z+1)2+1;

oo () )
l1+4z—a?=—{a? —dz—1} = —{[(z—2)? —2?] -1} = —(z — 2)2 +5;

w1 (Vi) - ()} 1= (B g - 1= (e -

1 1 1 1\2 1\2 1 1\2 1 1 I\2 5
s 1={G ) Q) =G -g) = (0 -g) g auando =20,

3.2 Simetria numa expressao do segundo grau

A primeira conclusdo importante que tiramos de (9.4) é que a expressdo do segundo grau
ax? 4+ bx + ¢ assume os mesmos valores nos pontos”

b b

qualquer que seja o nimero real A. Vejamos:

axQ—&-ba?—i—CL__ii/\ :a{(x—i_%)z_ 4?2}] -

isto €,

ax® +bxr +c . :a{)\Q—%}:aaﬂ—kbm—kc}
+A 4a

__ b ——b 5
T="134 T="134 A

“Lembre-se que os pontos f% 4+ A\ sdo simétricos em relacdo ao centro de simetria f%
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Esse cdlculo nos mostra que o gréfico

da expressio E(x) = azx® +bx +c é eixo de S'me”i A reta vertical & = —
simétrico em relacdo a reta vertical de | € o eixo de simetria do
~ b . grafico da express3o.
equacdo xr = —5- pois acabamos de 1
mostrar que (2 -XNE(-Z2-N) 3(_%+,\7E(_%+,\))
b b S
E(——+)\):E(———)\> R N
2a 2a —55 A : —55TA
para todo A € R. Tal reta é o eixo de
simetria do grafico da expressao.
Note que o eixo de simetria, de equagdo cartesiana = = —b/2a, ndo depende do termo inde-

pendente c. Depende apenas dos parametros a e b. E qual seria uma justificativa geométrica
para isso ?

Exemplos
O eixo de simetria da expressdo 322 + 9z — 1 é a reta de equagio: z = —2 = —% = -2,
O eixo de simetria da expressio —3z2 — 2z + 5 é a reta de equacdo: = = —2((__23)) =—z2:=—3.
O eixo de simetria da expressdo 8z — 222 + 3 é a reta de equacdo: = = *ﬁ = % =2.
3.3 Valores extremos de uma expressao do segundo grau
Outra conclusdo importante que é explicita em (9.4) é a seguinte:
e Quando o coeficiente @ > 0 a expressio ax?+ bz +c assume em z = —% 0 seu menor
valor que é —% :
Note que quando a > 0 tem-se que:
b\2 A
ax2+bx+c:a<x+—) - para todo z € R.
2a 4a
>0
Logo, o menor valor assumido por ax?+bxz+c ocorre quando x = —b/2a e vale —A/4a.
e Quando o coeficiente a < 0 a expressio ax®+br + ¢ assume em = —% 0 seu maior

valor que é —ﬁ .

Note que quando a < 0 tem-se que:

b2 A
aw2+b$+c:a<:p+f> - para todo x €R.
2a 4a

<0
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Logo, o maior valor assumido por ax?+bx+c ocorre quando = —b/2a evale —A/4a.

Em ambos os casos, —% é dito valor extremo da expressao az? + bx + ¢. No caso em

que a > 0 (resp. a < 0) dizemos que = = —% é o ponto de minimo (resp. de mdximo) da
expressdo. Note também que —A/4a n3o é, necessariamente, negativo. Seu sinal depende dos

sinais de a ede A.

Exemplos

O valor extremo assumido pela expressdo 322 + 9z — 1 é:

.7éiib2—4a0779x974x3x(—1) _9x3-4x(=1)  27+4 31,
da da 4x3 N 4 N 4 47
e o qual é assumido no ponto —& = —3;

e trata-se de um valor minimo ja que a = 3 é positivo.

O valor extremo assumido pela expressio —3z2 4 2z + 5 é:

LA P odae 2x2-4x(=3)x5 _ 1+43x5 16

da 4a 4% (=3) (-3) 3

e o qual é assumido no ponto — £ = 1;
a

e trata-se de um valor maximo ja que a = —3 ¢ negativo.

3.4 Raizes e sinais de uma expressao do segundo grau

Para finalizar a solugdo da equagdo (9.3), voltemos a igualdade (9.4) e consideremos os seguintes
casos:

Casol: A =0b%>—4ac<0

Nesse caso, a equacdo (9.3) ndo tem solugdo, j& que a # 0 e a parte da expressdo (9.4) entre
chaves fica positiva pois —A > 0. Além disso, a expressdo em (9.4) nos garante o seguinte
sinal para a expressio ax? + bz + c:
@& ar?>+bx+c>0 quando a > 0;
isto é, ax?+ bxr + ¢ tem sempre o sinal de a.
@& 22+ bxr+c<0 quando a <0;

Assim, temos o seguinte quadro de sinais para a expressio ax? + bz + ¢ quando A < 0.

A<O0ea>0: . A<O0 e a<0: .
sinal de sinal de

e e e e i i e e S N B
az? +bx +c az? +bx + ¢
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Exemplos

2 — 224+ 2 =0 n3o tem raizes reais pois seu discriminante A vale:

# A equacdo x
A=0b%—4dac=(-2)2-4x1x2=4-8=-4<0;
Além disso, a expressdo x? — 2z + 2 é sempre positiva pois a = 1 é positivo.

% A equacdo —222 + 2 — 1 =0 ni3o tem raizes reais pois seu discriminante A vale:
A=b—4ac=1-4x(-2)x(-1)=1-8=-7<0;

Além disso, a expressio —2x2 +x — 1 é sempre negativa pois a = —2 é negativo.

Caso 2: A =0b%—4ac>0

Nesse caso, VA estd bem definido e (9.4) é um produto notavel:

ax2+bw+c:a{(x+%)2—ﬁ}

b VA b VA
—a(x—i-m—za)(x—i-m%-%) (95)
o que nos fornece duas solucdes distintas para a equacio ax® + bz + ¢ =0, a saber:
—b—vVA b VA “b+VA b VA
P e e s e T (9:6)
2a 2a 2a 2a 2a 2a

Assim, a fatoragdo apresentada em (9.5) toma a forma:
az® + bz + ¢ = a(z — 1) (z — x2) onde 1 e w9 sdo dados acima.

De posse dessa fatoracdo e conhecendo a distribuicdo de sinais de expressbes do primeiro
grau, podemos concluir a seguinte distribuicio de sinais para az? + bx + ¢ quando A > 0.

A>0¢€e a>0: i A>0e€e a<0: i
sinal de sinal de
4+t 0 - O ++++ - === 0 4+ O
x1 T T2 az?+br+tc z2 T 1 az?+br+c
_b _b
2a 2a

Repare que (9.6) mostra que as raizes sdo simétricas em relagdo a —b/2a . Alids, ja haviamos
descoberto na pagina 153 que o grafico de uma expressdo do segundo grau é simétrico em relacdo
ao eixo de simetria x = —b/2a

Repare também que, como no caso de polindmios de grau 1, o sinal de um polindmio de
grau 2 nao muda quando estamos a direita ou a esquerda de suas raizes: ele é sempre positivo
ou sempre negativo, dependendo do sinal de a. ldem para quando estamos entre suas raizes.
Isso nos garante que, para conhecer o sinal da expressdo a direita (resp. a esquerda) de suas
raizes, basta calcular o valor da expressao num ponto qualquer situado a direita ou a esquerda
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das raizes. O mesmo ocorre quando estamos entre as raizes. Observe também que =1 < T2
quando a >0 e x1 > x5 quando a < 0.

Exemplos

2 — 2 —2=0 tem duas raizes pois seu discriminante A vale:

A equacido =
A=0b%—dac= (12 -4x1x(-2)=1+8=9>0;
Tais raizes sao dadas por:

—b+vVA —(-1)+£V9 1+3

%2 2 9 by O —————— 0 444+

ou seja, as raizes sdo 1 = —1 e x5 = 2. Além disso,
como a =1> 0, a expressdo x> —x—2 tem o quadro -2 =1
de sinais mostrado no diagrama ao lado.

Também temos a seguinte fatorag3o para essa expressdo: 72—z —2 = (v + 1)(x —2).

A equacdo —z2 4+ 52 — 6 = 0 tem duas raizes pois seu discriminante A vale:
A=b—dac=5%-4x (-1)x (=6)=25—-24=1>0;

Tais raizes sao dadas por:

—b+tVA  —5+v1 541
2% -2 2 e R
ou seja, as raizes sdo r1 = 3 e zo = 2. Além disso, 2 T e
como a = —1<0, a expressio —x? + 52 — 6 tem o -2 =3
seguinte quadro de sinais.
Além dissso, temos a seguinte fatoracdo para a expressio: —x2 + 5z — 6 = —(z — 2)(x — 3).

Caso 3: A=0b>—4ac=0

Voltando a (9.4) concluimos que nessa condi¢do:

2 b \2
azx +bx+c=a(m+—). (9.7)
2a
Segue dai que a expressdo se anula em um Unico ponto, a saber, —% ; exatamente sobre o eixo

de simetria. Nesse caso, dizemos que o polindmio az? + bx + ¢ tem uma Unica raiz e que tal
raiz tem multiplicidade 2. Também é facil a partir de (9.7), descrever a distribui¢do de sinais:
ela é determinada pelo sinal de a como exibido nos diagramas a seguir.

A=0¢e a>0: i A=0¢e a<0: i
sinal de sinal de

I TIETTTTITTCEEEN B $ @420 (e O ==
_% ax? +bx+c _% ax® +bx +c

157



Licao 9 Secao 3: Raizes e sinais de uma expressao do segundo grau

Exemplos

A equacio 422 442 +1 =0 tem uma Unica raiz pois seu discriminante A vale:
A=0—4dac=42—-4x4x1=0;:
Tal raiz é dada por:

—bEVA  —4xV0 1

2 2x4 2 o
tH+++++ O 44+
Além disso, como a =4 > 0, a expressio 4x2+4x+1 —1
tem o seguinte quadro de sinais.

2
Também temos a seguinte fatorac3o para a expressio: 4z +4x +1= 4(96 + %) = (235 + 1)2.
A equacdo —4x2 + 20z — 25 = 0 tem uma (nica raiz pois seu discriminante A vale:
A=b>—4dac=20%—4x (—4) x (—25) =20> —4 x4 x 5% =202 - (4x5)2=0;

Tal raiz é dada por:

-b+vVA —20+£V0 20 5

2a  2x(-4) 2x4 27 |l 0_______

Além disso, como a = —4 < 0, a expressio —4x? + 20z — 25
tem o seguinte quadro de sinais.

2
A expressio —4x2+20x—25 admite a seguinte fatoracio: —4x?+20x—25 = —4(x—g) = —(23:—5)2.

A equacio —922 4+ 62 = 1 é equivalente a equacdo 922 — 62 + 1 = 0 que tem uma Unica raiz, pois
seu discriminante A vale:

A=b—dac=(-6)2-4x9x1=62-36=0;
Tal raiz é dada por:

—b+VA 6£V0 6 1

2a “2x9 18 3° +++++++ O 4+
1

Além disso, como a =9 > 0, a expressao 922 — 6z + 1 tem 3
o seguinte quadro de sinais.

2
A expressio 9x2 — 62 + 1 admite a seguinte fatoracdo: 922 — 6z + 1 = 9<x - %) = (3z — 1)2.

Concluimos também que a equagio inicial —922 4+ 62 = 1 tem uma dnica solug3o, no caso = = 1/3,
pois é equivalente a equacio 922 — 62 +1=0.

2
Por sua vez, a expressdo —9z2 + 62 — 1 admite a seguinte fatoracio: —92%2+ 6z —1 = —9(30 — %) =

—(33; — 1) . O seu quadro de sinal é o quadro acima, trocando o sinal positivo pelo sinal negativo.

Apresentamos no quadro abaixo um resumo das conclusdes obtidas sobre expressoes do
segundo grau.
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a,b,ceRea#0
Expressio do 2° grau: ax? 4+ bx + c
Equacdo do 2° grau: ax® +bx+c =0
Discriminante: A = b? — 4ac
A >0 A=0 A<O
) —b— VA -b+ VA b ,
Raizes ry=——""9H— ; Tg9= ——"— o= —— sem raizes
2a 2a 2a
Fatoracdo da 9
~ a(lr —x1)(x —x a(lx —x
expressio ( 1)( 2) ( 0)
a>0: a>0: a>0:
dhpdidt W omon o U et R e o P o e
Sinal da @1 x2 xo
expressao a<0: a<0: a<0:
=== Uahdias U acas e N
T2 1 Zo

@ Nota: Faz sentido falar no sinal da expressio ax? + bx + ¢ mas ndo faz sentido falar no sinal
da equacdo az® +bx + c = 0.

3.5 Equacao do segundo grau e sistema de equacoes

Podemos transformar uma equacdo do segundo grau num sistema de equacgdes a duas varidveis.
Fazemos isso, da seguinte forma.
Sejam dados dois nimeros reais u,v € R quaisquer. Assim,

2

(x —u)(x —v) =2 — (u+v)r + w

2

ou seja, num trindbmio da forma z* — sx + p temos:

(%)

@& 0o produto das raizes vale p; u+v =s
ou seja
uv =p.

@ 3 soma das raizes vale s;

Essa observagdo nos mostra que se u = a e v = b é solugdo de () entdo a,b sdo solugdes
de 22 —sxz+p. Algumas vézes a solucio do sistema () pode ser feita mentalmente. Alids, esse
é o ponto que nos interessa nessa observacdo: encontrar as solucdes da equacio z2 — sz +p
sem efetuar calculos.
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Exemplos

% Na equacdo 22 — 52 +6 = 0 a soma das raizes vale 5 e o produto vale 6. Assim, as solucdes u,v do
sistema a seguir sdo as solu¢des da equagao dada:

u+v=>5
uv = 6.

Resolvendo mentalmente esse sistema obtemos as solu¢des da equagdo, a saber: u=3 e v=2

% Na equacdo z? +4x +3 =0 a soma das raizes vale —4 e o produto vale 3. Resolvendo mentalmente
o sistema associado obtemos as solucdes da equacgdo, a saber: —1 e —3.

3.6 Grafico de uma expressao do segundo grau

O grafico de uma expressdo do segundo grau é uma curva chamada pardbola. Exibiremos agora
os modelos desses graficos® nos casos em que as expressdes possuem:

1 Duas raizes reais distintas:

E(z)=az?>+bxz+c com A>0 e a>0 E(z)=az?+bx+c com A>0 e a<0
A
. (—36 %)
"10- A reta vertical tracejada
= _ b
I de equacdo x = —37
8 é o eixo de simetria do
grafico da express3o.
x1 €2 2 8 1
Il
|
b A
(—30>— 1) 8>
. 7 ~ _ b «
Vimos que o grafico de uma expressdo do segundo grau tem a reta x = —5- como eixo de
L L , VA . x
simetria. Além disso, sendo A > 0, suas raizes tem a forma o + o ou seja, elas sao
a a
simétricas em relagdo a esse eixo.
Vimos também que:
e Quando A >0 e a>0:
A expressio E(z) = ax® + bz + ¢ assume seu menor valor em x = —% e tal valor é
: A .
iguala — ¢ <0;
e Quando A >0 e a<0:
A expressio E(z) = ax? + bz + ¢ assume seu maior valor em z = —% e tal valor é

igual a —% > 0.

*Note que nio faz sentido falar em grafico de uma equacio.
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iz Uma unica raiz real:

E(x)=ax?+bx+c com A=0¢e a>0 E(z)=ax?+bx+c com A=0¢e a<0
(_% 70)
=I3 A reta vertical traceJada
\II de equagdo * = —5-
a é o eixo de simetria do

grafico da expressdo.

8
I
|
(=L£.,0) He

2a’

Aqui temos uma dnica raiz real dada por x = —g-. Além disso, segue da igualdade em
(9.4) que:

e Quando A=0 e a>0:

A expressio E(z) = ax® + bx + ¢ assume seu menor valor em x = —% e tal valor é
igual a 0;

e Quando A =0 e a<0:

A expressio E(x) = ax? + bz + ¢ assume seu maior valor em x = —% e tal valor é
igual a 0.

= Sem raizes reais:

E(x)=ax?+bx+c com A<0 e a>0 E(z)=ax?4+bx+c com A<0 e a<0

A reta vertical traceJada
de equagido = = 2a
é o eixo de simetria do
grafico da express3o.

b A
(25~

Aqui n3o temos raizes reais o que é refletido no fato que o grafico da expressdo n3o intersecta
o eixo das abcissas. Além disso, temos também que:

e Quando A <0 ea>0:

A expressio E(r) = az? 4+ bx + ¢ assume seu menor valor em r = —
igual a —% >0;

&l

e tal valor é

o Quando A <0 ea<0:

A expresséo E(z) = ax® + bx + ¢ assume seu maior valor em z = —% e tal valor é
igual a — & < 0.
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Exemplos

As raizes do trinémio 222 — z — 1 sdo:

(- EV(-1)2—4x2x(-1) 1£y/T+8 143
N 2 x 2 B 4 4

X
Isto é, x1 = —1/2 e 3 = 1. Podemos também concluir que
9 1
2 —x—lz?(x—l)(w+§) —(z—1)2z+1).

O sinal desse trinbmio é mostrado no quadro a seguir.

sinal de
I 0 —————— 0 +4+++ Eixo de simetria

—1/2 1 222 _3-1

Por outro lado, completando quadrado em 222 — z — 1 obtemos:

I N
2

(o3 3] -

478

Segue dai que:

e areta de equacdo z = 1/4 é o eixo de simetria do grafico da expressdo mostrado na figura acima;;

e 0 menor valor que a expressdo assume é —9/8 o qual é assumido no ponto 1/4.

A equagdo z?+x+1 =0 n3o tem raizes (reais) pois A =12 —4x1x1= -3 < 0. Como o coeficiente
to termo de segundo grau é positivo, o sinal do trinémio z? + x 4+ 1 é sempre positivo.

sinal de
Note que estamos falando do sinal do trinémio z2 +z +1 e ettt b bttt
n3o do sinal da equacdo 22+ +1=0. 22441

Os pontos onde a expressio 412 — 12z + 9 se anula s3o:

L (12122 A xdx9 124 VI T4 _3

2x4 8 2"

Portanto, a expressio em estudo se anula em um tnico ponto. Ou seja, a equacdo 42% — 122+ 9 =0
tem uma dnica solu¢do, a saber, 3/2.

Além disso, podemos escrever:

2 _ 3V o a2
4 — 1204+ 9 =4z 5 = (22 — 3) (9.8)
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. . .. Eixo de simetria
Conseqiientemente, temos a seguinte tabela de sinais: N

sinal de
ottt O b

2 422 — 122+ 9

De (9.8) concluimos que o menor valor que a expressdo assume

é zero e isso ocorre no ponto 3/2. Seu eixo de simetria é a reta

de equagdo z = 3/2. O gréfico dessa expressdo é mostrado P
na figura ao lado. (3,0)

% As raizes do trindmio 22 —3x —4 sio: 1 =—1 e £o =4 pois x1 X9 = —4 e £, + 22 = 3. Logo,
temos a fatoragdo 22 — 3z —4 = (x —4)(z + 1) e o sinal desse trindmio é:

sinal de
o ____ __ 0
kit ol o el o o' Eixo de simetria

-1 4 2 —3x—4 N\
BN B

Completanto quadrados na expressio 22 — 3z — 4 obtemos: -1 4

x2—3x—4:(x—g)2—g—4:<x—§)2—§

Segue agora que o eixo de simetria é a reta de equagdo =z =3/2. O
menor valor assumido por essa expressdo é —25/4 e ocorre no ponto <
3/2. Seu grafico é mostrado na figura ao lado. (3,

wleo
|

=[5

N

% A expressio —x? + 2z + 2 se anula nos seguintes pontos:

o+ A-dx(-D)x2 -2+v12 2FVI2 2F2
v \/zx(—xl)( = —Qf: $2\ﬁ: 3F2‘/§:1¢\/§:1i¢§,

Assim sendo, podemos escrever a fatoracdo: —22 42 +2= —(x -1+ \/§> (x —1- \/3) e temos o
seguinte quadro de sinais.

= 0 4414+ 0 sinalde
1—+3 1++v3 —z2+2z+2
Completando quadrados temos:
(1,3)
2?4224+ 2=—(2? -2z —2) )

=—[(z-1)?-1-2]=~[(x - 1)* - 3]

=—(r—1)*+3.
Conseqiientemente, o eixo de simetria é a reta de equagao
x = 1. Além disso, o maior valor que a expressdo assume é 3 /’\ ’ /\
e isso ocorre no ponto 1. Seu grafico é mostrado na figura ao 1-y3 ,\Hﬁ
lado. Eixo de simetria

% Considere a expresssio —2x2 + 2v/2x. Temos que —222 + 2v/2z = 22 (v/2 — ) o que nos garante
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que os pontos onde a expressio se anula s3o: 0 e /2. O sinal dessa expressio é mostrado na figura a
seguir.

————— O ++++++ 0 ————_ sinalde
6 \/5 —222 — 22z
(vV2/2,1)
Por outro lado, completando quadrados, obtemos: \
—22% + 2V22 = — (227 — 2V/21)

= [(V2z-1)*-1]=-(V2z-1)2+1
Conseqlientemente, o eixo de simetria é a reta de equacdo

. ~ . . 0 V2
V22 = 1. O maior valor que a expressio assume é 1 e isso / \
ocorre no ponto 1/v/2. Na figura ao lado exibimos o grafico
da expressao. Eixo de simetria
Completando quadrado na expressio —z2 4+ 2v/2x — 2 obtemos:

2+ 2V21 — 2= —(z — V2)?. (9.9) V2,0

Concluimos dai que a referida expressdo se anula somente no
ponto v/2. Como o coeficiente do termo de segundo grau é
negativo, o sinal da expressao 22+ 2921 +2 é:

sinal de

\/5 —x2+2\/§x—2

Eixo de simetria

Além disso, concluimos de (9.9) que o maior valor assumido por essa expressio ocorre em /2 e vale
zero. O eixo de simetria do grafico dessa expressdo é a reta de equacio = = /2.

A expressio —x? 4+ — 1 n3o se anula pois o seu discriminante A =12 —4 x (—=1) x (-1) = -3<0.
Como o coeficiente to termo de segundo grau é negativo, o sinal dessa express3o é:

sinal de

1/2,—3/4)

/(

Completanto quadrados, obtemos:
2P tr—1=—(2>—z+1)
(g i =(3) -
=—|lz—=) — = =—(x—=) —-.
2 4 2 4

Logo, a expressao em questdo assume seu maior valor no ponto
1/2 e esse valor é —3/4.

Eixo de simetria
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4 Mudanca de variavel

Considere a equacdo
(2 —1)? =3. (9.10)

Vamos simplificar essa equacdo escrevendo-a em termos de uma nova varidvel y . Para isso,
precisamos dizer qual a relacdo entre y e x. Além disso, precisamos de uma relagdo que, de
fato, simplifique a equacdo. Vamos descobri-la, claro, na prépria equacao.

Coloquemos entdo a seguinte relacdo entre y e x:
y=a?—1. (9.11)
A equagao inicial, descrita em termos da nova varidvel y, toma a forma:
y? =3 (9.12)

a qual sabemos resolver, com facilidade: y = /3 ou y = —/3.

Acabamos de resolver a equagdo (9.10), sé que a solugdo estd descrita em termos da nova
varidvel y. Precisamos agora expressar essas solugdes em termos da varidvel z usando a
férmula (9.11), dita férmula de mudanca de varidvel para a equagdo em questio.

Para finalizar a solucdo do problema, precisamos executar dois passos.

iz Passo 1: para y:\/g.

Nesse caso temos:
V3=a22-1 <— 22=341 <— z=4+VV3+1.

ww Passo 2: para y = —/3.
Nesse caso teremos: —V/3=22—-1 <= 22=-V34+1<0.

Isso significa que n3o temos solucdes da equacdo (9.10) relacionadas a y = —/3.

Resulta entdo que o conjunto solugdo da equagdo (9.10) é:

S:{—\/x@Jrl , \/\/§+1}.
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Exercicios resolvidos

. Determine o valor de b sabendo que a média aritmética entre b,12 e 7 vale 15.
Da definicio de média aritmética® temos que

b+12+7

3 15 «<— b+19=45 <+«— b=26.

. Se a soma de quatro multiplos consecutivos de 3 vale x, quanto vale em termos de x, o
menor desses nimeros ?

Seja p o menor desses miiltiplos de 3. Assim,

— 18
p+(p+3)+(p+6)+(p+9) =2 < 4dp=zx-18 <+ p=x4 :
. Resolva as equacoes
2 3
(@)2z+1=717 (b) 2(z — 1) = 3(2 — 2) (c)lw " —o.
xr
Temos que:
(@) 2z +1=7 «— 2xr=6 <= z=3 o S={3}L
(b) 2(z—1)=3(2—2) <= 22-2=6-3z <= br=8 <<= =z=8/5 .. S={8/5}.

(c) Comegamos determinando os pontos onde o numerador da expressdo se anula. Temos ent3o:
20 —3=0 < 22=3 << z=3/2.

Por outro lado, nesse ponto o denominador da expressdo ndo se anula. Portanto, S = {3/2}.

. Determine a expressao da média aritmética entre os nimeros reais * ,5,11 e 4 e mostre que
ela é uma expressao do primeiro grau na variavel x.

Da definicdo de média aritmética segue que sua expressdo é dada, nesse caso, por:

x+5+11+4_1x+5
4 T4 ‘

Assim, a expressao procurada é ix 4+ 5 a qual é uma expressao do primeiro grau.

6A média aritmética de ai,az,...,an é definida por w onde n é um inteiro positivo.
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5. Volte ao exercicio acima e determine os valores de x para os quais média aritmética:
e é nula; e é positiva; e é negativa.

Vimos no exercicio anterior que a média aritmética tem a expressao im + 5 a qual:

e se anula quando:

1
1 leff) <— x=-20;

e ¢ positiva quando:

1
—r+5=0 <=

1 1
1x+5>0 <= 1w>—5 <~ x> -20;
e ¢ negativa quando:

1 1
Zx+5<0 = 1x<—5 — < -20.

6. Uma quantia Q em reais deve ser distribuida entre trés pessoas. A primeira delas recebe 2/5
dessa quantia, a segunda recebe 62,5% do que recebeu a primeira e o restante foi dado a
terceira pessoa. Sabendo que essa ultima recebeu 350 reais, determine a quantia Q e quanto
recebeu as duas primeiras pessoas.

2 2 2,5 (2
A primeira pessoa recebeu 3 Q. A segunda recebeu 62,5% de 3 @, ou seja, 610’(? (5 Q).

Resulta ent3o que:

2 62,5 (2 2 1 2 1
5Q+100(5Q>+350Q = R+ 7Q+30=0 = Q-zQ-7Q=35
20—-8-5 350 x 20
e ZT°7%0_350 e Q=222 _ 100,
20 7
Consequentemente:
2
@« () =10007reais; @ A primeira pessoa recebeu: 5 x 1000 = 400 reais;

@ A segunda pessoa recebeu: 1000 — 400 — 350 = 250 reats.

7. O trapézio ABCD é retanguloem A e B, e P é um ponto
do lado AB como mostrado na figura ao lado. Sabendo que D
AB =5, BC =3, AD =4 e que o comprimento do seg-
mento AP vale x, determine:

(a) o intervalo de variacdo de x;
(b) a area do tridngulo APD;
(c) a érea do triangulo PBC ;
(d) a area do triangulo PCD; A—x P B

(e) e mostre que as expressées das areas dos tridngulos acima
sao expressoes do primeiro grau.
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(a) Como AB =5 segue que o intervalo de variagdo de x é o intervalo [0,5].

Note que as &dreas dos tridngulos APD, PBC e PCD dependem’ da posicio do ponto P, isto &,
dependem da varidvel z € [0,5]. Note também que para z = 0 temos uma situagdo degenerada, pois
nesse caso, APD n3o é um tridngulo j3 que o lado AP se reduz a um ponto. Situa¢do semelhante ocorre
com PBC quando x =5: o lado PB se reduz a um ponto

3(5—x)
—

4z
(b) A &rea do triangulo APD vale: 5 = 2x . (c) A éarea do triangulo PBC vale:
(d) A area do tridngulo PCD ¢ a diferenca entre a drea do trapézio e as dreas dos outros dois tridngulos.

Para isso precisamos calcular a drea do trapézio.

< . 5x(4-3) 30 5 35
Area do trapézio: 5x34+ ——MF = — + - = —.
rea do trapézio X 3+ 5 5 13 5
. . 35 4 15—-3 20 —
Conseqgiientemente, a drea do tridngulo PCD sera: — — = - x .
2 2 2 2
~ ( n . - 3 15 1 .
(e) As expressdes das dreas dos tridngulos acima sdo: 2z —§x + 5 —gx + 10, as quais sao

expressdes do primeiro grau.

. Estude o sinal das expressoes:

(d)2—= (b) 2 + 3 (c) 3z — 1.

Note que essas expressdes sdo todas do primeiro grau. Vamos entdo usar as regras que
construimos na pagina 149.

(a) Temosque: 2—z=0 <

r=2.

L o , sinal de
Como o coeficiente do termo de primeiro grau é +H++++++0 -
negativo, segue o seguinte quadro de sinais para 2 2_ g
2—ux:

. — - _3

(b) Temos que: 2r+3=0 = r=-3. e
Como o coeficiente do termo de primeiro grau é | - -—--———- O 4 ++++++++
positivo, temos o seguinte quadro de sinais para —3/2 2 + 3
2—ux:
(c) Temos que: 3z —1=3(z—3). o sinal de
Portanto, a expressdo é positiva a direta de 1/3, ________1 Pl e e e e e
é negativa a esquerda e nula em z =1/3. /3 S =1l

. Estude o sinal das expressoes:
(a) 2|z| — 5 (b) 3 — 5|x|.

"Note que, mesmo antes de calcular a drea do tridngulo APD podemos concluir que sua area tende 3 zero a
medida que P se aproxima de A. Essa informac3o estard contida na expressdo da area do referido tridngulo. O
mesmo vale para o tridngulo PBC quando P se aproxima de B.
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Note que essas expressdes ndo sdo do primeiro grau na varidvel x. Sendo assim, ndo
podemos aplicar as regras construidas na pagina 149. No entanto, vamos voltar a pagina 149 e fazer
algo semelhante ao que fizemos |4 para estudar o sinal dessas novas expressoes.

(a) Temos que: 2|z| — 5 = 2(|z| — 5/2).

Essa expressdo se anula em:
|z] =5/2=0 <= |z|=5/2 <<= x=4=5/2.
Ela sera positiva quando:
|z] =5/2>0 <= |z|>5/2 <= =x€(—00,-5/2)U(5/2,00).
Ela serd negativa quando:
|| =5/2<0 <= J|z|<5/2 <= x€(-5/2,5/2).

Seu quadro de sinais é entdo o seguinte:

sinal de
+++++ 0 ———— 0 +++++
—5/2 5/2 2lz| — 5

(b) Temos que: 3 —5|z| = —5(|z| — 3/5) .

Da simplificagdo acima, concluimos que a expressdo 3 — 5|z| se anula em:
|z] =3/5=0 <= |z|=3/5 <= x=43/5.
Ela sera positiva quando:
|z] =3/ <0 <= J|z|<3/b <<= x€(-3/5,3/5).
Ela serd negativa quando:
2] —=3/56>0 <— |z|>3/6 <= z€(—o0,-3/5)U(3/5,00).

Logo, seu quadro de sinais é o seguinte:

sinal de
————— O+t+++++ 0 —————

—3/5 3/5 3 — 5|z

@ Nota: N3o pudemos aplicar a regra da pdgina 149 mas resolvemos a questdo usando o processo que nos
levou a tal regra. Isso nos mostra que além das regras, é importante conhecer o processo usado
para obté-las pois ele pode nos ajudar a resolver questGes as quais a regra ndo se aplica, como no
presente caso.

10. Esboce o grafico das seguintes expressoes indicando os pontos onde o grafico intersecta o eixos
das abcissas e o eixo das ordenadas.
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(d)2—= (b) 22 + 3 (c) 3x —1.

No exercicio 8, determinamos os pontos onde tais expressoes se anulam. Agora vamos usar
as informacdes que obtivemos na pagina 149 para esbogar seus respectivos graficos.

(a) Como a expressdo E(xr) = 2 — x se anula em Grafico de
x = 2 segue que seu grafico corta o eixo das abcissas E(x)=2-=z
no ponto (2,0). Por outro lado, no ponto x =0 a
expressdo vale: E(0) =2.

Logo, o eixo das ordenadas serd cortado pelo grafico
da expressdo no ponto (0,2). Conseqiientemente, o
grafico da expressdo € a reta mostrada na figura ao

lado.

(b) A expressio E(z) = 2z + 3 se anula em 2 = Gréfico de

—3/2. Logo, seu grafico corta o eixo das abcissas no 31 B(z)=22+3

ponto (—3/2,0). Além disso, no ponto z = 0 a

expressdo vale: E(0) = 3.

Logo, o eixo das ordenadas sera cortado pelo grafico

da expressdo no ponto (0,3). Conseqilentemente, o —3/2

gréfico da expressdo é a reta mostrada na figura ao /

lado.

(c) A expressio E(z) =3z —1 seanulaem z=1/3. Grafico de
E(z)=3z—1

Assim, seu grafico corta o eixo das abcissas no ponto
(1/3,0). Além disso, no ponto = = 0 a expressdo
vale: E(0) =—1.

Logo, o eixo das ordenadas serd cortado pelo grafico N ]
da expressdo no ponto (0,—1). O gréfico dessa ex- / 13
pressdo ¢ a reta mostrada na figura ao lado.

Esboce o grafico das seguintes expressoes indicando os pontos onde o grafico intersecta o eixos
das abcissas e o eixo das ordenadas.

(a) 2|z| — 5 (b) 3 —5|x|.
Ja observamos que tais expressdes ndo sdo do primeiro grau. Logo, ndo podemos aplicar

diretamente o processo do exercicio anterior. Vamos, primeiramente, analizar essas expressdes para
z>0e x2<0.

(a) Vimos no exercicio 9 que a expressdo F(z) = 2|z| — 5 se anula em = = +5/2. Assim, seu grafico
corta o eixo das abcissas nos pontos (—5/2,0) e (5/2,0). Além disso, no ponto = = 0 a expressdo
vale: E(0) = —5.

Logo, o eixo das ordenadas serd cortado pelo grafico da expressdo no ponto (0,—5).

Para esbocar o grafico dessa expressdo precisamos analizd-la em intervalos onde ela coincide com uma
expressao do primeiro grau. Para isso, consideremos os dois casos:
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Caso 1: z>0.
Nessa condicdo a expressio F(z) = 2|z| — 5
toma a forma

A\ /
<

E(z)=2z|-5=2z-5.

—5/2 5/2
Caso 2: = <0.
Nessa condigdo a expressio FE(z) = 2|z| — 5
toma a forma Gréfico de

=51 E(z)=2|z|-5
E(z)=2Jz|-5=—-2z—-5.

Logo, sabemos esbocar o gréfico da expressdo em estudo: é o grafico de —2x—5 quando z < 0 seguido
do grafico de 2x — 5 quando z > 0. Esse grafico é mostrado na figura acima.

(b) Vimos que a expressdo E(x) = 3—5|x| se anulaem & = £3/5. Assim, seu gréfico corta o eixo das
abcissas nos pontos (—=3/5,0) e (3/5,0). Além disso, no ponto x =0 a expressdo vale: E(0) = 3.

Logo, o eixo das ordenadas serd cortado pelo grafico da expressdo no ponto (0,3).

Para esbocar o grafico dessa expressdo precisamos analizd-la em intervalos onde ela tem a forma de uma
expressao do primeiro grau. Para isso, consideremos os dois casos:

Caso 1: = > 0.
Nessa condigdo a expressio F(z) = 3 — 5|z|

toma a forma Gréfico de

31 E(x)=3-5|x|
E(z)=3—-5|z| =3—-5z.
Caso 2: z <0.
—3/5

Nessa condigdo a expressio F(z) = 3 — 5|z| N\ /

toma a forma / \

E(z)=3—-5|z| =3+5z.

Novamente, sabemos esbocar o grafico da expressdo em estudo: é o grifico de 3 + 5x quando = < 0
seguido do grafico de 3 — 5z quando x > 0. Esse grafico é mostrado na figura acima.

Considere as expressoes:
(@)2—z— a2

Determine:

(b) %2 — 22 x + 2 (c) -z + 1+ 2 (d) 3 + = + 2z2.

(1) O coeficiente do termo de segundo grau;
(2) O coeficiente do termo de primeiro grau;
(3) O termo independente;

(4) O discriminante;

(5) O ndmero de raizes (reais), caso existam.

Temos que:
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(a) (1) o coeficiente do termo de segundo grau é —1;

2) o coeficiente do termo de primeiro grau é —1;

3) o termo independente vale 2;

4) o discriminante A=1-4x(-1) x2=9>0;
)

5) a expressao tem duas raizes reais distintas.

(b) (1) o coeficiente do termo de segundo grau é 1;

2) o coeficiente do termo de primeiro grau vale —2V/2:
3) o termo independente vale 2.

4) o discriminante A = (2v/2)2 —4x1x2=0;

5) a expressdo tem um Unico zero.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

(c) (1) o coeficiente do termo de segundo grau é 1;
(2) o coeficiente do termo de primeiro grau é —1;
(
(
(
(
(
(
(
(

odiscriminante A =1-4x1x1=-4<0;

1)

2)

3) o termo independente é 1;

4)

5) a expressdo ndo tem raizes (reais).

(d)

1) o coeficiente do termo de segundo grau é 2;

2) o coeficiente do termo de primeiro grau é 1;

3) o termo independente vale 3;

4) o discriminante A =1-4x2x3=-23<0;
5) a expressdo ndo tem raizes (reais).

Resolva a equacdo 2 — 3¢ = 2x2.
Para isso, devemos resolver a equacdo 2 — 3z — 222 = 0.
As solugbes sao:

Lo 3EVO-AX(=2)x2 34V 345
N 2 x (—2) - -4 4

S={-2,1/2}.

Fatore as expressoes:
(a) 2% — 3z — 2 (b) 922 + 12z + 4 (c) x> + (2 — a)x — 2a onde a € R.
Analizemos o discriminante desses trinGmios.
(@) A=(-3)2—4x2x(=2)=9+16 = 25. Assim, as raizes s3o
—(-3)+v25 3+5
2 x 2 4
e temos a decomposicio 222 — 3z —2=2(z —2)(z+ 3) = (z —2)(2z + 1).

A= A=2 ou A=—1/2

(b) A=(12)?—4x9x4=144—144=0. Logo, a raiz serd A\ = —5'2 = —2/3. Nesse caso temos
a seguinte decomposicdo:

2\2
9ﬁ+1m+4=9@+§):cn+m?
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(c)A=(2-0a)?—4x(-2a)=(2—a)?’+8a=a?—4a+4+8a = (a+2)?. As raizes da equagio s3o:

—(2—a)x+/(a+2)? _ (a—2)t]a+2] _ (a—2)x(a+2)

2 2 2
)\:(a—2)+(a+2):aou )\:(a—2)—(a+2)
2 2

Assim, a fatoragdo toma a forma 22 + (2 —a)r — 2a = (z — a)(z +2) .

A:

, isto é,

=-2.

@ Nota: Cuidado!! Repare que na solucdo acima trocamos =|a + 2| por £(a + 2). Isso é possivel
por causa da igualdade: {la+2|,—]a+2|} ={a+2,—(a+2)} paratodo a € R. Igualmente temos:
{lz|,—|z|} = {x,—x} para todo z € R.

Também podemos observar que a soma das raizes vale a — 2 e o produto vale —2a. Logo, as raizes
saio —2 e all

Fatore as expressoes a seguir sem fazer calculos:

(@) z2 — 5z + 6 (b) 22 +4x + 4 (c)z>+zx—6.

Temos que:

(a) A soma das raizes vale 5 e o produto vale 6. Logo, as raizes sdo: 2 e 3 e a fatoragdo é dada por:
2?2 =52 +6=(z—2)(zr—3).

(b) A soma das raizes vale —4 e o produto vale 4. Logo, as raizes sdo: —2 e —2 e a fatoracdo é dada
por: z2+4x+4=(x+2)(r+2)=(z+2)2.

(c) A soma das raizes vale —1 e o produto vale —6. Logo, as raizes sdo: —3 e 2 e a fatoracdo é dada
por: 22+ —6=(x+3)(z—2).

Considere as expressoes:
1) z2—xz—2 2) —x2—=x+2 (3) z2 -3z +9/4 4) —z?2—x—1.
Para cada uma delas:

(a) Determine o ponto onde o grafico corta o eixo das ordenadas;

(b) Complete quadrado para coloca-la na forma a(x + b)2 + c;

(c) Determine o eixo de simetria do grafico;

(d) Determine os pontos onde a expressdo se anula;

(e) Determine o menor ou maior valor, conforme o caso, que essa expressdo assume e exiba o
ponto do dominio onde isso ocorre;

(f) Esboce o grafico dessa expressao, indicando os pontos onde ela se anula, seu eixo de simetria
e 0 menor ou maior valor assumido pela expressao.

(1.a) Consideremos a expressio FE(r) = x? —x — 2. Temos que E(0) = —2. Logo, seu grafico
intersectard o eixo das ordenadas no ponto (0,—2).
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(1.b) Completando quadrado, obtemos:

E(x):a:2—a:—2:(az—%)z—l—Qz(as—l)z—% (9.13)

(1.c) Concluimos de (9.13) que o eixo de simetria do grafico da expressdo em estudo é a reta vertical
de equagio: z—1/2=0 <<= z=1/2.

(1.d) Ainda de (9.13) resulta que:
1\ 9 1N2 9
2_ .. _o_ I N R R
T°—2—-2=0 <= (ac 2) 1 0 = (:c ) 1
< zxz=-1 ou z=2.

Portanto, a expressdao em estudo se anula apenas nos pontos: —1 e 2.

(1.e) Voltando a (9.13) concluimos que o menor valor que a expressdo pode assumir é —9/4 e isso
ocorre no ponto 1/2 ja que a parcela (z —1/2)? >0 e s6 se anula em 1/2.

(1.f) De posse desses resultados podemos esbocar o grafico da pardbola correspondente, o qual é mos-
trada na figura a seguir.

Eixo de simetria

N

N
(1/2,-9/4)
(2.a) Para a expressio FE(z) = —2? —x + 2 temos que E(0) = 2. Logo, seu grafico intersectard o
eixo das ordenadas no ponto (0,2).
(2.b) Completando quadrado, obtemos:
1\2 1 1\2 9
Ba)=-2-2+2=—-(2>+2-2) = f{(eri) 7172} :7(9:+§> Jrz (9.14)

(2.c) Feito isso, concluimos de (9.14) que o eixo de simetria do grafico da expressdo em estudo é a reta
vertical de equagdo: z+1/2=0 <= z=-1/2.
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(2.d) Ainda de (9.14) resulta que:

1\2 9 1\2 9

T T+ 0 «— x+2 +4 0 «— 33—|—2 1
S . DU .
TS T

<~ zT=-2 ou x=
Portanto, a expressdao em estudo se anula apenas nos pontos: —2 e 1.

(2.e) Voltando a (9.14) concluimos que o maior valor que a expressdo pode assumir é 9/4 e isso ocorre
no ponto —1/2 j& que a parcela —(z+ 1/2)* <0 e s6 se anulaem —1/2.

(2.f) De posse desses resultados podemos esbocar o grafico da pardbola correspondente, o qual é mos-
trada na figura a seguir.

—-1/2,9/4
(=1/ /)\

Eixo de simetria

(3.a) Na expressio E(z) = 22 — 3z + 9/4 temos que E(0) = 9/4. Logo, seu grafico intersectard o
eixo das ordenadas no ponto (0,9/4).

(3.b) Completando quadrado, obtemos:
32 9 9 3\2
— 22 —_ = —_ = —_ = —_ = _ =
Ex)=2"-3x+9/4 (9: 2) 1t (9: ) . (9.15)

(3.c) Assim, concluimos de (9.15) que o eixo de simetria do grafico da expressdo em estudo é a reta
vertical de equagdo: z —3/2=0 <= 1z =3/2.

(3.d) Ainda de (9.15) resulta que:
3\2
2?35 +9/4=0 <+ (m—ﬁ) —0 = z=3/2.

Portanto, a expressdo em estudo se anula apenas no ponto: 3/2.

(3.e) Voltando a (9.15) concluimos que o menor valor que a expressdo pode assumir é zero e isso ocorre
no ponto 3/2 j& que (z —3/2)2 >0 e sé se anula em 3/2.
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(3.f) De posse desses resultados podemos esbocar o grafico da pardbola correspondente, o qual é mos-
trada na figura a seguir.

Eixo de simetria

32
(4.a) Consideremos a expressio E(zr) = —2? —x — 1. Temos que E(0) = —1. Logo, seu grafico
intersectard o eixo das ordenadas no ponto (0,—1).
(4.b) Completando quadrado, obtemos:
1\2 1 1\2 3
E@x)=-2>-2—-1=—(x*+2+1)= —Kgc—i—g) —Z—i—l} z—(x+§) —1 (9.16)

(4.c) Feito isso, concluimos de (9.16) que o eixo de simetria do grafico da expressdo em estudo é a reta
vertical de equagdo: z+1/2=0 <= z=-1/2.

(4.d) Ainda de (9.16) resulta que:

1\2 3 1\2 3
— 2— — = — — —_— = — = ——
T r—1=0 <= (x+2) 1 0 <«— (:17+2)

0 que nos garante que a expressao em estudo nio se anula.

(4.e) Voltando a (9.16) concluimos que o maior valor que a expressdo pode assumir é —3/4 e isso
ocorre no ponto —1/2 j& que a parcela —(z +1/2)2 <0 e s6 se anula em —1/2.

(4.f) De posse desses resultados podemos esbocar o grafico da pardbola correspondente, o qual é mos-
trada na figura a seguir.

—1/2,-3/4
(-1/ /)\

Eixo de simetria
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17. Faca o grafico da expressdo z|z| — ||+« — 1.
Para analizar essa expressdao vamos considerar dois casos.
Casol: z>0.
Nesse caso a expressdo toma a forma
rlr| - |z|+z—-1=2>—1. (9.17)

Assim, para = > 0 o grafico da express3o inicial é o grifico de 22 — 1 o qual sabemos desenhar.
Caso 2: z<0.
Nesse caso a expressdo toma a forma

zlz] — |zl +r—1= -2 +22—1=—(2? 22 +1)= —(z —1)2. (9.18)
Assim, para = < 0 o grafico da express3o inicial é o grifico de —(z — 1) o qual sabemos esbocar.

Juntando esses dois graficos obtemos o gréfico da expressdo desejada. Note que a parte tracejada ndo
faz parte do grafico da expressao inicial. Ela serve apenas para ajudar a vizualizar as pardbolas envolvidas
no grafico da expressdo inicial, a qual é desenhada em traco continuo.

18. Um trindbmio do segundo grau possui termo independente nulo. Determine a forma desse
trindbmio sabendo que ele também possui —1 como raiz.

Um trindmio do segundo grau é uma expressio da forma az? + bx + ¢ onde a # 0. Como

o termo independe se anula, sua forma se reduz a: axz? + bx = z(ax +b). Como z = —1 é raiz, segue
que:
(-D(ax(-1)+b) =0 <= b-a=0 <= a=b.

Assim, o trindmio em quest3o, tem a forma axz(z + 1) onde a # 0.

19. Construa uma expressao do segundo grau cujas raizes sao 1 e 7.

A expressdo (x—1)(z—7) é uma expressao do segundo grau pois ¢ da forma 22— (1+7)z+7
e possui x =1 e x =7 como raizes.
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20. Considere uma expressio da forma ax? + bx + c onde a,b,c €R e a # 0. Suponha que

21.

22.

essa expressao nunca se anula. Pergunta-se: a expressao sera positiva quando ¢ > 0 e sera
negativa quando ¢ < 07

Vimos que uma expressao do segundo grau que nunca se anula ou é sempre positiva, ou é
sempre negativa e que o sinal pode ser obtido avaliando-se essa expressdao em algum ponto conveniente
da reta, por exemplo, o ponto = = 0. E nesse ponto a expressdo em questdo vale c.

Assim, quando A = b? — 4ac < 0, podemos concluir que:

e ax? + bx + ¢ sera positivo para todo z real quando ¢ > 0;

e ax? + bx + ¢ serd negativo para todo z real quando ¢ < 0;

respondendo positivamente a quest3o colocada.

@ Nota: Quando A < 0 o termo independente ¢ n3o pode ser nulo. Quando o termo independente
se anula o trindmio tem pelo menos = = 0 como raiz pois sua expressio toma a forma az? + bx .

Descreva todos os polindmios de grau 2 que tém a seguinte propriedade: uma das raizes é o
inverso da outra.

Seja A um ndmero real ndo nulo. Precisamos descrever os polinémios p(z) de grau 2 que
possuem A e 1/X como raizes. Resulta entdo que

p(x)=a(x—N)(x—1/\) onde a,\#0.

A expressao acima descreve todos os trindmios do segundo grau que possuem a propriedade requerida.

Resolva a equacdo z2? — 3|z|+1=0.
A equacgio acima n3o é uma equacgdo do segundo grau pois ndo é da forma (9.3).
No entanto, como x2 = |z|?, ela pode ser escrita da seguinte maneira:
|z|? — 3|z] +1=0. (9.19)

Fazendo a mudanca de varidvel y = |z
grau, a saber:

, a equacdo (9.19) toma a forma de uma equagdo do segundo

> —3y+1=0. (9.20)

Suas solucdes s3o:
)= 3+v09-4 345
N 2 2

Para voltar a equac3o inicial devemos fazer:

3+V5

Passo 1: y = 5

Assim,
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3+5 3+V5
=lz] <= x==4 .
2 2
33—V
Passo 2: y = Q\f.
Assim,
3—5 3—5
5 =lz] <= z==4 5

Portanto, o conjunto solugdo da equagdo proposta é:

S_{3+\/5 3V 305 _3—\/5}'

2 2 2 2

@ Nota: Observe que 3 —+/5 > 0. Conseqiientemente, a equagio |z| = (3 — v/5)/2 tem solugdes.

Fatore as expressoes
(a) 2 — 3|z| + 2 (b) |z|® + =% — 6|x]|.

Primeiramente observemos que:
22 = 3lz| +2=z)> = 3lz| +2 e |z*+2%—6|x| =|2z]> +|2z* - 6|z|.
Assim, fazendo y = |x|, obtemos:
(@) 2*=3z[+2=9>-3y+2=(y—-2)(y—1) = (|z| = 2)(]z| - 1).
Conseqiientemente, 22 — 3|z| +2 = (|z| — 2)(|z| — 1).
(b) |2+ 2% —6lz| =y° +1° — 6y = y(y* +y — 6) = y(y + 3)(y — 2) = |=[(|z| + 3)(]z| - 2).
Logo, [af® + 2% — 6|z| = |z|(jz| + 3) (|2 - 2).

Determine as solucdes da equacdo % — 522 +6 =0.

Fazendo a mudanca de varidvel 3y = z2 transformamos a equac3o inicial na seguinte equacdo
do segundo grau:

y> —5y+6=0
cujas solugdes sdo: y =3 ; y = 2. Voltando a varidvel inicial, teremos:
Passo 1: y=3. Passo 2: y=2.
3=12 <= 1=43. 2=12 <= x=+/2.

Finalizando, concluimos que S = {\/i, *ﬁ,\/&*\/g}-

Determine qual deve ser o valor de A para que a dizima periddica 1,2888... seja solucao da
equacdo 45x2 4+ (45 — A)z — A =0.
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Primeiramente, vamos determinar a geratriz da dizima periédica 1,2888...
Para isso, seja: z =1,2888...
Assim, 10z =12,888... e 100z = 128,888... donde obtemos:

100z — 102z = 128,888 ... — 12,888... =128 +0,888... — (12+0,888...)
=128+0,888... —-12—-0,888... = 128 — 12 = 116 = 22 x 29.
Resulta daf que:
22x29  22x29 58
90  32x2x5 45’
Portanto, a frag3o irredutivel que é geratriz da dizima em questdo é a fracdo 58/45. Assim sendo, para
que 1,2888... seja solugdo de 45x2 + (45 — X\)z — A = 0 devemos ter:

90z=22x29 <— 2=

45(%)24—(45—)\)%—)\:0 — 45(%)24—45%:)\%4—/\
— 45x%x<%+1):(%+1))\

<~ A=058

mostrando assim que o valor procurado é \ = 58.

Determine para quais valores de = a expressdo 2x — /T assume o valor 2.
Para isso devemos resolver a equacdo
2r —x = 2. (9.21)
Fagcamos a mudanca de varidvel y = /2. Nesse caso, a equagio acima toma a forma
22 —y—2=0

cujas solucgdes sdo:

1£V/14+4x2x2 1£/17
Y= 1 = 1 .

Agora, fagamos:

1+ 1
Passo 1: y = +T7
H‘/”—\/E . 1+ VI7\?
4 N N 4 '
1-+v1
Passo 2: y = T7
1-+v1 1-+v1
T7 =+/x. No entanto, T7 < 0. lIsso significa que a equagdo (9.21) n3o tem solugdes
1-—17

associadas ao valor y = 1
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7))

Finalizando, concluimos que o conjunto solu¢do da equagdo proposta é S = {( 1

2—x

——————— e os pontos onde ela se anula.
zt — 23 — 2x2

Determine o dominio de definicao da expressao

Para conhecer o dominio da expressido precisamos determinar quando z* — 23 — 222 se
anula. Temos que:
ot =2 —22? =222 —x - 2) =2z — 2)(z + 1).

Conseqiientemente, o denominador da expressdo se anula apenas em {0,—1,2}. Além disso, o nu-
merador da expressdo estd bem definido para todo z € R. Logo, o dominio de definicdo da expressio
proposta é o conjunto R — {2,0,—1}.

O numerador da expressdo dada sé se anula em z = 2 mas nesse ponto a expressdo ndo estad definida.
Concluimos entdo que a expressdo em questdo nunca se anula em seu dominio de definic3o.

Calcule as dimensdes do retangulo cuja drea vale 3 m? sabendo que um dos lados excede o
outro de 1m.

Seja x o lado menor do retdngulo, dado em metros.
Assim, o lado maior vale z + 1 metros. Afirmar que a 4rea do z(z+1)=3 z
retangulo vale 3m? é o mesmo que afirmar oo
z(r+1)=3.
Resolvendo essa equacdo obtemos:
—1++v1+4+12 -1+ +v13

rz+1)=3 = 2°4+2-3=0 <+ x:% — T=

V13 -1 V13+1
obtendo as solugdes: — >0 e f% <0.
Conseqglientemente, as dimensdes do retangulo s3o:

V13 -1 : VvVI3—1 2 /13—-1 1341

o lado menor mede —5 m e o lado maior mede 1+ —5 =3 5 = 5 m.

Por ocasido de uma maratona, uma quantia em prémios no valor de 9.600,00 reais deve ser
igualmente repartida entre aqueles que terminassem a maratona num tempo inferior a 3 horas.
Dois dos participantes que terminaram a corrida em menos de 3 horas decidiram nao comparecer
para receber o prémio o que fez com que o prémio de cada um dos restantes aumentasse em
400 reais. Quantos participantes terminaram a corrida no tempo previsto e quanto recebeu
cada um deles?

Denotemos por & o nimero de participantes que terminaram a corrida no tempo previsto.

Cada um deles deveria receber % . No entanto, a desisténcia de 2 ganhadores fez com que o prémio
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de cada um deles passasse a ser % A relacdo entre a quantia que cada um deveria receber e a

quantia que cada um acabou recebendo é:

. . 24 24
9600+400:9600 — 2 q_
T T —2 T

z—2
Repare que x é um inteiro maior do que 2. Nessas condi¢cGes, simplificando a equagdo acima, obtemos:
24(x —2)+a(x—2) =24 <+= 2> -22-48=0

cujas solucdes sdao: —6 e 8. Descartada a solugdo negativa, concluimos que o niimero de participantes
que conseguiram terminar a corrida no tempo previsto foi: 8. Deles, apenas 6 receberam o prémio,

cabendo a cada um o montante de

@ = 1.600 reais.

Quais sdo as dimensdes de um terreno retangular de 189 m? de area, cujo perimetro mede
60m .

Sejam x e y as dimensdes dos lados do terreno retangular. oy = 189
: _ Y
Assim, temos: 2z + 2y = 60

T

Perimetro: 2z 4 2y = 60 e Area: zy = 189.

Consequentemente, y =30 —z e x(30 —x) = 189. Agora, temos:

30 4 /900 — 756 30 £ 12
z(30—2) =189 <= 2°-3024+189=0 <= z= 5 = =0

Assim, as dimensGes do terreno sdo: = = 21m e y = 30 — x = 9m . Outra forma de descrever as
dimensGes é: x =9m e y=30—z=21m.

Um quadro com moldura possue 10 cm de base e 20 e de altura. Sabendo que a moldura
ocupa 56,25 cm? da area total do quadro e que tem largura uniforme, calcule as dimensdes
da moldura.

T
Seja x a largura da moldura. Assim, temos:
20| Kk !
2(20z) +2(10 — 2z)x = 112,65 <— 422 — 60z + 1125 =0 “
60 ++/1800 604302 30+15+2 =
xTr = 8 = 8 = 4 . =

« 15 2 5 7 . \
‘30%@ W é superior a largura do quadro.

30—115\/5 cm

Assim, a largura da moldura vale cm ja que o valor
Concluimos ent3o que as dimensGes da moldura sdo: 10cm de base, 20cm de altura e

de espessura.
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Para quais valores de \ a equacdo 2z? — 3z + XA = 0 tem duas solucdes distintas ?

Temos que A =9—4x2x \=9—8X\. Conseqiientemente, a equacdo tem duas solucdes
se, e somente se:

A=9-8>0 <« 8\<9 <= AI<9/8.

A
Determine para quais valores do parametro )\ a equacao p— + x = tem exatamente
m p—

duas solucoes distintas.

Para = # 2 temos que:

A x(x —2) A+ z(z—2)
o:—2+x A x72+ Tz —2 A T —2
= AP -2r=X -2\ = 2°—-(2+Nz+3)x=0. (9.22)

Assim para que a equac3o inicial tenha duas solu¢des distintas, o discriminante A = (24+X)%2—4x1x(3))
deve ser positivo, desde que tais valores de A n3o introduzam z =2 como raiz de (9.22).

Portanto, devemos ter:
(24N —4x1xBN>0 <= N4+4A+4-122>0 <= N2 —-8\+4>0.

Por outro lado, sabemos que

2 _4Ax1x4 4 8 +4/3
x:8j:\/8 X 1 X :81\/8: f:4i2\/37.

2— =
A BA+4=0 <= 5 5 5

Logo,
M-8\ +4>0 <= Ne(-00,4-2V3)U(4+2V3,0).

Para finalizar a soluc3o, resta saber se para algum valor de A € (— 00,4 —2V3) U (4+2V3,0)
pode ocorrer x = 2 como raiz de (9.22). Para que isso ocorra, devemos ter

22 - (24 N)2430=0 <= 4-4-2X+30A=0 <<= A=0.

Isso significa que = = 2 é solugdo de (9.22) quando A\ = 0. Bem sabemos que = = 2 n3o pode ser
solugdo da equacio inicial. Logo, precisamos retirar o valor A =0 de (—00,4—2v3 )U(4+2V3 ,00).
Alids, quando A = 0 a equag3o inicial tem uma unica solucdo, a saber, a solugdo = =0.

Concluimos assim que a equac¢do dada tem duas solucdes distintas se, e somente se

Ae(—00,0)U(0,4-2V3)U(4+2V3,00).

<“Noteque0<472\/§jéque: 0<4-2V3 <— 2V/3<4 <— 12<16.
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Resolva a equacido vz2 — 2z = 1.

Fazendo a mudanca de varidvel y = 22 — 22 obtemos a equacdo VY =1. Assim,

Vy=1 <= y=1.

Para voltar a variavel inicial fagamos:

Passo 1: y=1.
Nese caso:
2+V4+4 2+ V8
1=22-22 «<— 22-2x—-1=0 — x:% = x= 2\[
2+ 2v2
:T‘[ — z=1++2.

Assim, S:{lf\@,1+\@}.

Resolva a equagdo (|z| — 3)* = 2.

Facamos a mudanca de varidvel y = |z| — 3. A equagio inicial toma a forma y* = 2.

Resolvendo-a:
yr=2 — y==+v2.

Para voltar a varidvel inicial devemos fazer:

Passo 1: y = v/2.

Assim: V2=lz| -3 <= [z|=3+V2 = z=%(3+V2).
Passo 2: y = —v/2.

Assim®: —V2=z| -3 = [1|=3-V2 = z=%(3-V2).
Conseqlientemente, S = {f 3—-v2,34+V2, -3+v2,3- {‘@}

Determine os valores de A\ para os quais 2x%2 — Az + 2\ > 0 para todo = € R.

Completando quadrados, temos:

2:62—/\x+2)\=2{$2—%73+/\}:2{<m_%>2_§;+%}:2(36_2)2_'_L8_)\2.

2 .
Portanto, 222 — Az 42X > 0 para todo x € R se, e somente se 16A8’)‘ > 0 ou seja, quando e somente

quando A2 — 16\ < 0. Para finalizar a questdo, precisamos estudar o sinal de A2 — 16\.

Como A2—16\ = A(A—16) obtemos a seguinte tabela o d
de sinais ao lado. Assim, A2 — 16\ < 0 se, e somente tbtt 0 - 0 +++4 SN0
se Ae[0,16]. 0 16 A2 — 16X

®Note que 3 — /2 > 0 e por isso a equacio || =3 — V2 tem solucgo.
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Assim, 222 — Az + 2\ > 0 para todo # € R quando, e somente quando A € [0,16].

Outra forma de resolver o problema é considerar os valores de A\ para os quais o discriminante A de
222 — Az + 2\ satisfaz a condicio A < 0.

T 1
37. Resolva a equacao — + =1.
2 z—1
Para = # 1 temos que:
x 1 z(x—1)+2 9
—+ =1 & —F———=1 <<— zr—z+2=2x-2
2 z-1 2(x —1)

— 22-3z+4=0.

Por outro lado, o discriminante de 22 — 3z +4 vale A = (=3)2 -4 x1x4=9-16 <0. Logo, a
equagio 2 — 3z +4 = 0 nio tem solugdes (reais). Conseqiientemente, a equagio

x+ 1
2 x—1

=1 n3o admite solucdes reais.

38. Qual é o menor valor que a expressio 2x — /x assume?

A expressdo em questdo estd definida para = > 0. Fazendo z = /z obtemos:

20— V5 =222 - 2 = 2|(z — 1/4)* — 1/1¢] 2{(\fi>2116} :2<\/5,i)2,1_
—_——

Além disso, a expressdo /r—1/4 se anula quando x = 1/16. Agora, podemos concluir que a express3o
em estudo assume —1/8 como menor valor possivel e isso ocorre quando x =1/16.

39. Qual é o maior valor que a expressao % — % — 3 assume?

A express3o em quest3o estd definida para z > 0. Fazendo z = 1/y/z obtemos:
4 1 (1 4

;—ﬁ—k?y) :—(22—42'—1—3):—{(z—2)2—4+3}

:_[(;5_2)2_1} _ (%_2)21.

Lembramos também que a expressao ﬁ —2 se anula quando z = 1/4. Assim, podemos concluir que
a expressdo em estudo assume o valor 1 como seu maior valor e isso ocorre quando = =1/4.
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40. Qual é o menor valor que a expressdao (z2 — 2z + 2)? + 1 assume e quando isso ocorre ?

A expressdo dada esta definida para todo x real. Além disso, (22 —2x +2)?2 > 0. No
entanto, n3o podemos garantir que o menor valor que expressdo (22 —2x +2)2+1 assume é 1. Para
determinar esse menor valor, precisamos determinar o menor valor que (22 — 2z +2)? assume. E para
isso, temos que:

(x> —22+2)* = [(;v— 1)2+1}2
>0

Agora, podemos garantir que o menor valor assumido por (2% — 2z + 2)2 é 1 e isso ocorre quando
x = 1. Logo, o menor valor assumido por (22 —2z+2)2+1 é 2 e ocorre quando = = 1.

41. Fixemos um namero real A > 0 e consideremos o conjunto R de todos os retangulos de area
A. Nessas condicoes:

(a) Determine as dimensdes do retdngulo de R que possui o menor perimetro;

(b) Sera que existe em R um retangulo de perimetro maximo ?

Considere um retdngulo em R de dimensdes x,y > 0. Assim, xy = \ e o perimetro p
fica dado por:

p—2($+y)—2(x+i)—2[<\/§—\\/fi>2+2ﬁ} (9.23)
—_————
>0

. . . A
Além disso, a expressio +/x — 7 se anula em = = V. Consequentemente, voltando a (9.23)
T
concluimos que o menor valor que o perimetro p pode assumir é 4v/A e isso ocorre quando um dos
lados do retangulo vale v/A. Como o perimetro do retangulo vale 4v/X, também concluimos que o
retangulo procurado é um quadrado de lado /) e o item (a) esta terminado.

Para o item (b) a resposta é NAO, pois tomando uma das dimensdes do retdngulo muito pequena, a
outra dimensdo terd que ser muito grande para que o produto delas continue sendo A. E isso produzird
um retdngulo de perimetro muito grande.

Mais precisamente, dado um ndmero real K > 4/ (perimetro minimo), podemos construir um
retingulo de perimetro K da seguinte forma. Se z,y sio as dimensdes desse retdngulo, devemos

ter:

2\
Ty=X\ e p:2x+?=K-

Além disso, temos que:

K+ +vVK? - 16\

22422 =Kz <= 2>—Kz+22 =0 <— z= 1
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Portanto, o retdngulo de dimensdes:

K+VKZ—16A K —VKZ—16)
4 ! 4

tem perimetro K. Isso mostra que podemos construir retangulos com area A, possuindo perimetros tao
grandes quanto quizermos... e a solu¢do do item (b) estd terminada.

Fixemos um ndimero real A > 0 e consideremos o conjunto R de todos os retangulos de
perimetro \. Nessas condicoes:

(a) Sera que existe em R um retdngulo que possui drea maxima?

(b) Serad que existe em R um retdngulo de area minima?

Considere um retangulo em R de dimensdes z,y > 0. Assim, 2z +2y =\ e a drea A é

dada por:
=2\ A, 9 AT
A_xy_x( 2 )‘ 2 " __(x - 2)
A2 A2 AN
—_———
>0

Concluimos dai que a expressio do segundo grau dada em (9.24) assume A2/16 como valor maximo e
isso ocorre quando = = A/4. Concluimos entdo que existe um retingulo de drea maxima em R e suas

dimensodes s3o:

A

A
x=A4 e y= _Z:/\/4'

2
Ou seja, é um quadrado de lado A/4. E a solucdo do item (a) estd completa.

Sobre o item (b) podemos dizer o seguinte.

Note que, num retdngulo de R de dimensdes z,y temos que 2z é positivo e menor do que o perimetro
A, ouseja, 0 <z < A/2. Quando tomamos o valor de z muito préximo de A/2, o valor de y = %—x
deve ficar muito préximo de zero, para que o perimetro continue valendo \. Nesse caso, a drea A = zy
deve ficar muito pequena, pois ela é dada pelo produto de um nidmero préximo de A/2 por um niimero
préximo de zero. Isso parece nos dizer que n3o existe em R um retdngulo com drea minima, isto é,

existem retdngulos em R com &rea t3o préxima de zero quanto quizermos!!

De forma mais precisa: seja dado um ndmero 0 < ¢ < A2/16. Vamos exibir um retangulo de R cuja
area vale, exatamente, €. lIsso feito, teremos mostrado que n3o existe em R um retdngulo de drea
minima.

Vamos, agora, determinar as dimensoes x,y do retdngulo de perimetro \ e area igual a ¢. Temos que:

/\—22m>:/\7x_x2.

20 +2y =X e e:xy:a:( 5
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Além disso,

A\x A A2

2
_ — EENANIY ST
T 5 +e=0 <= =z 1 16 €

Assim, o tridngulo de dimensdes

A A2

4 ¢ 16 ©

tem drea, exatamente, igual a € e a andlise da quest3o (b) estd terminada.

Um retangulo esta inscrito num tridngulo equilatero de lado
!l > 0 como exibido na figura abaixo.

(a) Mostre que a area desse retangulo é menor ou igual a
12/3/8;

(b) Mostre que essa area assume o valor 121/3 /8 quando a
base do retangulo for igual a metade do lado do triangulo.

Comecemos fixando os pontos A, B,C,D e O no tridngulo em quest3o.

Para termos uma estimativa da 4rea do retdngulo vamos, primeira-
mente, determinar uma expressao para tal drea, usando como variavel
o comprimento do segmento OD. Para isso, fixemos as seguintes ¢
notacdes:

e 1 = comprimento do segmento OD;

e h = comprimento do segmento DFE; B
e H = comprimento do segmento OC.
Note que a base do retangulo depende da varidvel x e vale exata- P h
mente, 2z . Assim, a drea A(x) do retdngulo fica dada por: A 0 D B
A(z) =2z xh onde 0 <z <1/2.
Por outro lado, temos:
e Como o tridngulo COB é retangulo, segue do Teorema de Pitigoras que
1\2 412 12 312
1 (’) = &= H== __ =2
+ 2 4 4 4
e, portanto,
H=1V3/2;
e Da semelhanca dos tridangulos COB e EDB segue que
H 4 L. H_ 1 L W
h Ly h -2z 2h -2z
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e portanto,

Assim, a expressdo da area do retangulo, fica dada por
A(z) =z(l—22)V3 onde z€(0,1/2).

Completando quadrados, obtemos:

Az) = z(l — 22)V3 = \/g(zl —22%) = —2V3 [zz - %z}

(e -] ) o

ou seja,

Az) = —2V3 (m — %)2 + \/le onde z € (0,1/2).

Agora, podemos concluir que o maior valor que a drea do retangulo pode assumir é
ocorre quando, e somente quando, = = [/4, isto é, quando, e somente quando,

12\/3 /8 e esse valor
a base do quadrado

(= 2z = 2% = 1/2) for igual a metade do lado do tridngulo. E isso responde os itens (a) e (b) da

questao.

Considere um triangulo retangulo de catetos a,b > 0. Inscrito
nesse triangulo, como mostrado na figura abaixo, temos um triangulo
hachurado de vértices A’, B’ e C, o qual é retdngulo em A’.

(i) Mostre que a area do tridngulo inscrito vale, no maximo, ab/8;

(ii) Mostre que essa area assume o valor ab/8 se, e somente se, b
|A’B’| =a/2. '

Para ter uma estimativa da drea do triangulo inscrito vamos, pri-

meiramente, determinar uma expressao para tal drea, usando como varidvel -,
o comprimento do segmento A’B’.

Para isso, fixemos as seguintes nota¢des:

e 1 = comprimento do segmento A'B’;

e 1L = comprimento do segmento C'A’.

A area A do tridangulo inscrito fica entdo dada por:

1
A(x):§x><h onde 0 < z < a.
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Por outro lado, da semelhanca dos tridngulos AA’B’ e ACB resulta que:

%:f — b—h:%x — h:b(l—f)

a

Assim, a expressdo da area do tridngulo inscrito, toma a forma

A(x) = g (a:—%j) onde z€(0,a).

Completando quadrados, obtemos:
A= =5) = (5 =) =3 1G5 -

ou seja,

A(z) =—= (%—?)24—? onde z € (0,a).

Agora, podemos concluir que o maior valor que a area do tridngulo inscrito pode assumir é ab/8 e esse
valor ocorre quando, e somente quando:

— =0 <=

Va2 Va

E isso responde os itens (i) e (ii) da quest&o.

= x=a/2.

va
2

5 Equacao (Expressao A)x(Expressao B)=0

A abordagem inicial da equacdo

| Expressao A | X | Expressao B | =0

onde |Expresszio A| e |Expresséo B| s3o expressdes numa mesma varidvel, é feita usando a
propriedade estudada na sec3o 4 da Lic3o 7. Essa propriedade nos garante que: dados niimeros
reais ai,as,...,a, entio

ar Xag X -+ Xa,=0 <= a=0 ou as=0 ou --- ou a,=0.

Assim, para iniciar o processo de solugdo da equacdo em estudo, fazemos:
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Expressao A | X | Expressao B|=0 (9.25)

=z 1° Passo:

Determinamos todos os valores da varidvel para os quais pelo menos uma das
expressoes nao estd bem definida.

1 2° Passo:

Resolvemos a equacao =0.

1 3° Passo:

Resolvemos a equacao =0.

O conjunto solu¢do da equagdo (9.25) é a unido das solugdes obtidas nos 2 dltimos
passos, retirados dessa unido os pontos que foram obtidos no primeiro passo.

De forma semelhante, podemos aplicar esse processo quando temos trés ou mais expressoes
numa mesma varidvel como em:

| Expressao A | X | Expressao B | X | Expressao C | =0.

Com essa técnica também podemos iniciar o estudo de equacdes do tipo:

| Expressao A | X | Expressao B | = | Expressao A | X | Expressao C | (9.26)

Para isso, basta passar o segundo membro para o primeiro (trocando seu sinal) e colocar
o termo em evidéncia. Feitas essas operacGes vamos nos deparar com uma
equacdo do tipo (9.25).

Exercicios resolvidos

Resolva a equacdo z?(z? — 2)% = 0.

Seguindo a regra vista nessa licdo, devemos analizar o dominio e os zeros das expressdes:
2% e (22 —2)3.

Passo 1: As expressdes 22 e (22 —2)® estdo bem definidas para todo z € R.
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Passo 2: Resolvendo a equacdo 22 =0.
2?2=0 <<= z=0.

Passo 3: Resolvendo a equagdo (22 —2)% =0.
T

(22-23=0 <= 22-2=0 += 12’=2 = z=42.

Consequentemente, o conjunto solucido da equagio em estudo é: S = {0, V2, —v/2}.

2. Resolva a equacdo (2z — 7)(x? —x — 2)(1 — 24/z) = 0.
Para isso, devemos resolver as trés seguintes equacoes.
(@) 2z —7m=0 <= =x=m7/2.
(b) 22—2-2=0 < =2 o0u x=-1.
(c) 1-2y/2=0 <— r=1/2 <= z=1/4.

No entanto, /= n3o estd definido para = < 0. Portanto, o conjunto solucdo da equacio inicial é:

S={n/2,2,1/4}.

3. Resolva a equagdo (1 — 2|z|)(z? — z)® = 0.

Colocando x em evidéncia obtemos
1-2z))@2?-2)=0 <= @(A-20z)r(z-1)P=0 <= @@A-2z))xa3x(x-1>=0.

Devemos agora dar os seguintes passos.
Passo 1: As trés expressdes 1—2|z| , 2% e (z—1)% envolvidas estdo bem definidas em toda a reta.

Passo 2: Resolver a equagdo 1 —2|z| =0.

1-2z|=0 <= 2z|=1 <= |z|]=1/2 <<= x==1/2.

Passo 3: Resolver a equagdo 22 =10.
=0 <= z=0.

Passo 4: Resolver a equagdo (z —1)3=0.
(r—1)P3=0 <= 1-1=0 <= x=1.

Portanto, § ={-1/2,0,1/2,1}.

4. Resolva a equacdo (z +1)(2x —z2) =z + 1.
As expressoes envolvidas estdo bem definidas em toda a reta. Além disso, temos que:
(z+1)2r—2*)=2+1 <= (@+1D)Q2zx—-2*)—(x+1)=0
— (z+1)Q2rx—-2>-1)=0
= (z+1)(@*-224+1)=0
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Passo 1: Resolvendo a equacdo z+1=0.

r+1=0 <<= zx=-1.

Passo 2: Resolvendo a equacdo 22 — 2z +1=0.

?-2r4+1=0 <= (z-1%?=0 <= z=1.

Portanto, o conjunto solu¢do da equacdo inicial sera: S = {1,—1}.

5. Resolva a equacdo (Jz| —1)(2 —x) =1 — |z|.

As expressoes envolvidas estdo bem definidas em toda a reta. Além disso, temos que:

(Jel =1)@2-2)=1-|2| <= (z|-1)2-2)-(1—|z))=0
= (l=l —1)(2—$)+(\$| 1)=0
— (z|-D2-z+1)=
= (jz[-1)B-2)=0.

Passo 1: Resolvendo a equagdo |z|—1=0.

lz] —1=0 <= J|z|=1 <<= z==I1.

Passo 2: Resolvendo a equa¢do 3 — 2 =0.

3—x=0 <= zx=3.

Portanto: & ={1, -1, 3}.

6. Resolva a equacdao (4z? —1)(3 —z) — (1 — 2z)(=?2 +1) = 0.

Comecemos simplificando a equacdo:

(4?2 —1)B-2) - (1-22)2*+1)=0 = 2z-1)2z+1)B—-2)—1-2z)(z*+1)=0
= 2r-1D2x+1D)B-z)+Q2z—-1)(2*+1)=0
— (2z-1)[2z+1)(3—2)+ (2? 1)] 0
— (e-1[6r—22°+3-z+2>+1]=
— (2r—-1)(—2*+5z+4)=0.

Portanto, (422 —1)(3 —x) — (1 —2z)(22+ 1) =0 se, e somente se,
20—1=0 ou —a°+5x4+4=0

isto é:

r=1/2 ou z= = =
-2 —2 2

54 \/B2—4x (1) x4 —5+AT 5T A {5+VH

193



Licao 9: Exercicios resolvidos

Assim, a equacdo dada tem trés solucdes distintas, a saber:

1 5-Vil 54+ VA

2 2 ’ 2

. Determine onde a expressao a seguir se anula e o seu dominio de definicao:

1— 3z — 222

P oS (9.27)

O numerador dessa fracdo estd bem definido para todo x real. J4 o denominador sé estd
bem definido para « > 0 e precisamos agora saber para quais desses valores o denominador se anula.
Para isso temos que resolver a equa¢ao

- 4yz+2=0. (9.28)
Seja y = /2. Com essa mudanca de varidvel a equacdo (9.28) toma a forma:

44416 -8 4+2v2
yotEVIE-8 _ _4£2V2

— 242,
2 4 2 4 V2

vV —dy+2=0 <—

Para voltar a varidvel =, facamos:

Passo 1. y =2++/2.

24V2=vz < a=(2+V2)"=6+4/2.
Passo 2: y=2—+2>0.

2-V2=r <« x=(2-v2)"=6-4V2.

Assim, as solugdes de (9.28) sdo: 6+4v2 e 6 —41/2 ambos, positivos. Conseqlientemente, o dominio
da expressdo (9.27) é:

[0,6—4v2) U (6 —4V2,6+4V2) U (6 +4V2,00).

Por outro lado, o numerador 1 — 3z — 22% da expressio (9.27) sé se anula quando

3+v9+8 3+ V17
1-3z—-2:2=0 — x:% = o=
17 —
= p=YTT3 g g VITHI
4 4
. V1T+3
No entanto, o denominador n3o estd bem definido para x = _T+ )
V17T =3
Portanto, a expressio (9.27) s6 se anula® em x = —
°Note que \/174_ 3 é positivo e distinto de 6 4 4+/2.
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. Resolva as equagdes:

(a)2e —3=z+2
(c)bx+2=2-3

(b) z —2 =3z
(d)mz—3=2-2.

. Mostre que 2/3 pode ser colocado na forma
V2 + 1 para algum real a. Determine o .

Mostre que todo nimero racional pode ser colo-
cado na forma av/2+1 para algum nimero real
a. Determine «.

Vocé pode ir mais adiante ?

. Mostre que todo nimero real pode ser colocado
na forma 7\ —1/v/2 para algum real \. Deter-
mine o valor de \ para cada real dado.

. Esboce o gréafico das seguintes expressoes:

(a) 2z —1 (b) 4 — 52
(c)3z+4 (d) =2z +4/5.

. Estude o sinal das seguintes expressoes:

(a) 2z —1/5 (b) 4 — 52/2
(c) 3z +4/5 (d) 2 —V2z.

. Seja A € R. Em cada item a seguir, determine
para quais valores do parametro A\ as equacdes
tém solucdes e quais sdo essas solucdes.

() dx—1/3=0 (b)4—Az/2=0
(c) 3z +4/A=0 (d) V2 —z/X = \.
. Sejam a,b € R tais que a # b. Resolva a
equagao

a(x +b) = bz + a?.

. Nas equagbes a seguir determine A como uma
expressdo na varidvel = e diga qual o dominio
das expressoes encontradas.

(@) A—-1/z=1 (b) 4 —Az/2 =)
(c)3z+4/A=2 (d) V2/A—x=1.

. Esboce o grafico das seguintes expressoes:
(a) 2z -5 (b) 1 —3x
(c) 2 — || (d) 3+ 2|z].

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Esboce o grafico da expressdo ax+b nas seguin-
tes situagoes:

(1)a>0 e b<O

(2)a>0 e b/a>0

(3)a<0 e b/a>0.

Resolva as equagdes:
@) z2+z2-2=0
(c) 22 =3 —2?

(b) z — 222 =1
(d) 1+ 2z =322,

Resolva as equagoes:

T 1

b -1
(a)5+x+2

1—2x 2
by — =% 4 =
(b) 3 +2x—1

r+1 22
(-5

T+ 2

2r—5 1

(d)

=2
z+1 + z—2
Estude o sinal das expressées:
(@) 2?2+ -2 (b) x —22% — 1
(c) —2z +3 — 22 (d) 1+2 — 322.

Considere as expressdes

(1) 42% +2 (2) 322 + 50 -7
(3) bz + 333 (4) —2? + 32+ 10
(5) —2—2*—x (6)1—x—322.
(

+1l=z

a) Determine o ponto onde o grifico da ex-
pressao corta o eixo das ordenadas;

(b) Complete quadrados para colocd-la na forma
a(z +b)*+c

(c) Determine a equagdo cartesiana do eixo de
simetria do grafico da expressdo em estudo;

(d) Determine o valor extremo que essa ex-
pressdo assume, classifique-o e exiba o ponto
do dominio onde isso ocorre;

(e) Determine os pontos onde o grafico da ex-
pressdo corta o eixo das abcissas, caso exis-
tam;

(f) Esboce o gréfico dessa expressdo, indicando
as informacdes acima obtidas.

Resolva a equagdo

x er*lf 1
9_z 9 ~TTH




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Licao 9: Exercicios

Resolva a equacio

r—1 n 20+ 1 _ 6
22 —5x+6 x22—Tr+12 22—6z+8°

Quais numeros reais podem ser colocados na
forma 2XA +1/X para algum A € R?

Mostre que todo nimero real pode ser colocado
na forma A — 1/A para algum A > 0.

Construa uma expressdo do segundo grau cujos
zeros s3o 2+ /3. Descreva todas as expressoes
do segundo grau que tém essa propriedade.

Construa uma expressao do segundo grau cujo
grafico passa pelos pontos (—1,2) e (3,2) e
que se anula em um dnico ponto. Quantas dessas
expressoes existem ?

Descreva todas as expressdo do segundo grau
cujos graficos passam pelos pontos (—1,2) e
(3,2). Esboce o gréfico dessas expressdes.

Sejam a,b € R. Construa uma expressdo do se-

gundo grau que se anula somente nos pontos a
eb.

Vocé poderia descrever todas as expressdes do
segundo grau que posssuem essa propriedade ?

Construa uma expressdo do segundo grau que
assuma m como valor maximo e tenha —1 e 2
COMO Zzeros.

Construa o grafico de uma expressdo da forma
az® +bx+c quetenha a >0 e ¢<0.

Faca esbocos grificos da expressio 2 + A
quando:

(a) A varia no intervalo [—1,1];

(b) A varia no intervalo [0,00);

(c) A varia em toda a reta.

Faca esbocos graficos da expressio Az? quando:
(a) A varia no intervalo [—1,1];

(b) A varia no intervalo (0,00);

(c) A varia em toda a reta.

Considere a expressio ax?+bxr+c onde a #0 e
¢ # 0. Mostre que se a e ¢ tém sinais contrarios
entdo essa expressio se anula em dois pontos dis-
tintos.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Trocando ¢ por b no exercicio anterior, pode-
mos concluir o mesmo resultado ?

Considere a expressio 2x2 + bz + b. Sob que
condi¢des podemos garantir que essa expressao
possui:

(1) duas raizes distintas;

(2) uma dnica raiz;

(3) nenhuma raiz.

Seja A € R e considere a equagdo do segundo
grau =2 — Az + 16 = 0. Determine o dominio
de variagdo de A\ afim de que essa equagdo nao
tenha raizes reais.

Considere a equacio z2—az—\ = 0. Determine
a dependéncia entre A e a para que a equagio
tenha uma dnica raiz.

Determine os valores de k para que a equacao
22 +2(k + 2)z + 9%k = 0 tenha uma Unica raiz.

Sejam « e [ as raizes da equacdo do segundo
grau 22 —bx+c=0. Determine a+ 3 e af3.
Determine também, o2 + 82 e o® + 33.

Dado um nimero real = denotamos por [z] o
maior inteiro que é menor ou igual a x .

Calcule [z] quando:

() z=1,2 (b) 22 = —3,45

(c) x =10 (d) 23 = -7

(e)z=—-7 (f) 22 = V101.

Esboce o gréfico da expressdo E(x) = [z]. Es-
boce os gréficos de E(z) = [z] ede F(z) ==z

num mesmo quadro € compare-0s.

Esboce, num mesmo quadro, os graficos de
E(z) =2z e de F(x)=[2z]. Compare-os.

Esboce, num mesmo quadro, os graficos de
E(x) =22 ede F(x) = [z?]. Compare-os.

Mostre que a equacao

x 1

N -z =z
tem exatamente duas solu¢cdes quando A\ # 0.
Determine essas soluces. O que podemos dizer
sobre as solu¢des dessa equagdo quando A =07
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39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.
47.

Licao 9: Exercicios

Fatore as expressoes:
(a) 2? — |z — 2

(b) —x + |x| +6

(c) = —10

(d) « f* 2.

Seja a € R. Mostre que

2® —a? = (|z] + a)(|z] - a)

para todo x € R.

Determine para quais valores de = a expressao
2x — 3y/x assume, respectivamente, os valores
2,-2,6 e —5.

Determine o dominio de definicdo das seguin-
tes expressdes e os pontos onde elas se anulam.
Simplifique-as quando possivel.

z—2 (b) P

22 -5 24+ —2

V2z —1 d) V2r —1

V3 =2z ( Va? —3r+2

Use a técnica de mudanca de varidvel para resol-
ver as seguintes equagoes:

(a) VaZ—bx+4 =1

(a)
(c)

(b) V& —5yzr+4 =2
(c) ( —|I|)4 3
(d) 22/3 —2'/3 —6 =0.

Determine o dominio e os pontos onde as ex-
pressoes a seguir se anulam.

20 — 1
(@) ==

VI — 2z

r—2
(b) —.
T — 3z +2

D& o dominio e esboce o grafico das expressdes:

(a) w/x (b) (z —1)/[x —1|
(c) 2°/x (d) (2 —2)*/]z - 2|
() [2°l/=  (F) (@ +1)*/]z+1].

Resolva a equagdo =+ +vax —2=4.

Resolva a equacao

6
Ve+10— ———=5.
va+10

48.

49,

50.

51.

52.

53.

Mostre que um nimero racional pode ser colo-
cado na forma A\?2—2\+1 para algum X racional
positivo quando, e somente quando, ele for um
quadrado perfeito, isto é, quando ele for da forma
p?/q* onde p,q sdo inteiros e q # 0.

Sabendo que |3z — 2| > 4 determine o menor
subconjunto da reta que contém z? + 2z .

Prove que a reta que passa pelos pontos (0,0) e
(1,4/2) n3o passa por nenhum ponto com am-
bas as coordenadas inteiras, a ndo ser o (0,0).

Serd que ela passa por um ponto distinto de
(0,0) e com ambas as coordenadas racionais ?

Vimos na pagina 154 que o eixo de simetria da
pardbola az? + bz + ¢ (onde a # 0) é a reta
vertical de equagcdo x = —%. Em particular,
o eixo de simetria ndo depende de c¢. D& uma

justificativa geométrica para esse fato.

Um tridngulo esta inscrito num semi-circulo de
raio r > 0 como mostrado na figura a seguir.

Determine o valor maximo que a drea desse
tridngulo pode assumir.

Considere o conjunto dos retangulos inscritos
num ciculo de raio > 0. Pergunta-se:

(a) dentre esses retdngulos, existe um de drea
maxima ?

(b) dentre esses retdngulos, existe um de drea
minima ?
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Licao 9: Exercicios

54. Uma escada de comprimento L metros, mos-
trada na figura, deve ser encostada num muro
de tal forma que a area da regido triangular de- escada
limitada pela escada, pelo muro e pelo piso seja
a maior possivel.

A qual distdncia do muro, deve estar o pé da
escada?

55. Qual é o menor valor que a expressao 4x+ % +2
assume e quando isso ocorre ?
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10

Simplificando
equacoes

Para resolver uma equagdo precisamos simplifica-la: essencialmente, reduzi-la a uma equagio a
qual sabemos resolver. Para isso, é importante saber quais operacdes podemos executar sobre
uma equacdo a fim de simplificad-la j& que modificar uma equagdo pode significar alterar o seu
conjunto solucao.

Vimos na licdo anterior que a operacdo de mudanca de varidvel pode ser extremamente
conveniente para simplificar uma equacgdo e facilitar sua resoluc3o.

1 Operando sobre equacoes

Existem varias operacdes sobre equacdes que permitem simplificad-las. Nessa licdo trataremos
de algumas delas, classificando-as em dois grupos:

e Aquelas que modificam a equag¢do mas n3o alteram o conjunto das solucdes;

e Aquelas que modificam a equacdo de tal forma que: a equacdo modificada possui todas
as solugcdes da equacdo inicial mas, podem ocorrer outras solucdes, ditas, solugdes es-
tranhas a equacdo inicial. Nesse caso, resolvida a equagdo modificada, devemos testar
suas solugdes na equagao inicial para saber, quais delas sdo, de fato, solugbes da equagdo
inicial.

No que segue vamos nos referir a , , etc que denotardo expressdes numa mesma

varidvel.



Licao 10 Secao 1: Equivaléncia de equacoes

1.1 Equivaléncia de equacoes

Seja ©® um subconjunto qualquer da reta. Dizemos que duas equacgdes sdo equivalentes em
% quando elas possuem as mesmas solu¢des em .

Se as equa¢les
[A]=[8] e [c]=[D]

possuem as mesmas solucdes em %), escrevemos:

[A]=[8] < [c]=[D] em 2

para indicar que elas sdo equivalentes em .

Note que se duas equacgdes sao equivalentes em ® entdo elas s3o equivalentes em qualquer
subconjunto de D.

Exemplos

As equacdes a seguir s3o equivalentes em R:
x
z2 -1

pois todas elas possuem, exatamente, as mesmas solugdes em R, a saber, a solugdo x =0.

2r=0 <— =0 <— =0 <— r+1=1

As equacdes a seguir sdo equivalentes em R — {0}:

-1
20(r —1) =0 <= x+1:0 = 2t=2r = V=1
x

pois todas elas possuem, exatamente, as mesmas solu¢des em R — {0}, a saber, a solugdo = =1.

As duas equagdes a seguir ndo sdo equivalentes em R:
1 1

x4+ ———=0 e x=0
x x

pois zero é solucdo da segunda equagdo mas, nao é solugcdo da primeira. Note que o membro esquerdo
da primeira equagdo nem estd bem definido quando =z =0.

As equacdes a seguir sdo equivalentes no intervalo [1,2]:
1 1

rT+—-———-—=0 <= z=0
x x

pois ambas n3o admitem solucdes em [1,2].

As equacdes a seguir sdo equivalentes em [0, 00):
1
NG

pois ambas possuem uma dnica solu¢do em [0,00), a saber x = 1.

=1 < z*=1

200



Licao 10 Secao 1: Transitividade da equivaléncia de equacoes

Em R temos que:
r(lz]—1)=0 <= x(@*-1)=0

pois ambas as equacdes possuem zero,1 e —1 como solugdes. Portanto, elas também s3o equivalentes
em qualquer subconjunto da reta, por exemplo, em [0,2], em (—1,2), em [—1,1), etc.

7

Nesse contexto de S|mp||f|cacoes de euac6es outro conceito importante é o seguinte.
Quando toda solu¢do da equacgido . = em © também é solucdo da equacgdo n = IEI
dizemos que a primeira equacdo implica a segunda em ® e escrevemos

[Al=[B] = [c]=[D] em ®
para indicar que a primeira equagao implica a segunda em ©.

Note que se
: = :@ em 9

entdo a implicacdo acima continua verdadeira em qualquer subconjunto de ®.

Além disso, se duas equag¢bes sdo equivalentes num conjunto ® entdo uma implica a outra
nesse conjunto ®. Alids, uma maneira de mostrar que duas equagdes sao equivalentes em
é mostrar que cada uma delas implica a outra em .

1.2 Transitividade da equivaléncia de equacoes

Dadas equagdes = , = IEI e = numa mesma varidvel, temos as

seguintes propriedades de transitividade:
[A]=[8] < [c]=[D] em® e [c]=[D] « [E]=[F]
entdo :<:>: em D ;
[A]=[8] = [c]=[p] em® e [c]=[D] = [E]=[F]
entdo ::>: em ®.

Estas sdo propriedades que estaremos usando, com frequéncia, quando da resolucdo de
equagoes.

Exemplos
Em R temos:
_ 2 _ T 21y —
2 =0 =— x<x+1—1)f0 — alr—1=0 = a(z2-1)=0

pois na lista acima cada equag¢do tem todas as solu¢des em R, que tem a equagdo anterior.
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Licao 10 Secao 1: Operacoes que nao modificam o conjunto das solucoes

% Em R — {0} temos:
2 2|2
ez —1)=0 = (m—l)(m—l) —0 — a222-1]=0
pois na lista acima cada equagdo tem todas as solu¢cdes em R — {0}, que tem a equagdo anterior.

# Em R temos:

=1 &&= z=1
pois a primeira equagdo tem 1 e —1 como solugBes enquanto a segunda sé tem 1 como solugcdo. No
entanto, podemos escrever que em R temos:

# Em [—2,2] temos:
(x—3)(z*-1)=0 =+ z(xz—-2)r—-1=0
pois em [—2,2] a primeira equacdo tem 1 e —1 como solu¢cdes enquanto que a segunda n3o admite
—1 como solugdo. Logo, a primeira equagdo ndo implica a segunda em [—2,2].
% Em R — {1} temos que:
(-1 (z]-1)=0 = z@*-1)=0

pois a da esquerda possui apenas = —1 como solucdo em R — {1} enquanto a da direita possui —1
e zero como solucdes em R — {1}. Portanto, a equagdo da esquerda implica a da direita em qualquer
subconjunto de R — {1}, por exemplo, em (—o0,0], em (—=1,1),em [-1,1)U(1,00).

1.3 Operacoes que nao modificam o conjunto das solucoes

Ao realizar essas operacGes sobre a equacao obtemos equacdes eqliivalentes, i.e. preservamos as
solu¢bes da equacgdo inicial e ndo introduzimos novas solu¢des. Nesse caso, resolvida a equagdo
final ndo precisamos testar as solucdes encontradas na equac3o inicial; todas elas s3o solucdes
da equacdo inicial. No entanto, para realizar essa proeza precisamos trabalhar sob algumas
hipdteses. Listamos a seguir algumas dessas operagoes.

Seja ® um subconjunto qualquer da reta onde as expressdes , , e IEI estao,

todas elas, bem definidas. Estaremos assumindo essa importante condicao nas préximas
nove regras.

Regral. Em © temos: +—: = :.
Regra 2. Em © temos: :+ — —:.

_ BEOLELE g

Regra3. Em D temos: =+ = =
[D] [B]x[D]
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Licao 10 Secao 1: Operacoes que nao modificam o conjunto das solucoes

Regra4. Em © temos: : — nzn

desde que n seja um inteiro impar positivo.

Regra 5. Em © temos: : — Z\n/

desde que n seja um inteiro impar positivo.

Regra 6. Em © temos: ><=>< — :

desde que nao se anule em .

Regra 7. Em ® temos: : —= x@:x

desde que e @ nao se anulem em 9.
Regra 8. Em ® temos: : = n:n

desde que n seja um inteiro par positivo e as expressdes sejam n3o negativas' em D.

Regra 9. Em © temos: : — :

desde que n seja um inteiro par positivo e as expressdes sejam n3o negativas em 9.

Nos exemplos a seguir, nosso objetivo é usar essas nove regras para chegar a uma equagao
mais simples, a qual sabemos resolver no conjunto ®. Em cada exemplo vamos escolher como
conjunto ® o maior subconjunto da reta onde as expressdes envolvidas estdo, todas elas, bem
definidas. E nesse conjunto que se escondem todas as solugdes da equagdo, caso existam.
Evidentemente, podemos usar um conjunto menor como conjunto %, mas corremos o risco de
perder as solu¢Bes que eventualmente poderdo ocorrer fora desse conjunto menor a menos que
saibamos, a priori, que ndo existem solucdes da equacdo inicial, fora do conjunto © escolhido.

Além disso, escolhido ® como sendo o maior possivel, ndo podemos esquecer que as
equivaléncias das equagdes ocorrem no conjunto © . Por exemplo, se © = R —{0,—-1} ea
equacdo inicial é equivalente em ® a equacdo x + 1 = 0 entdo concluimos que a equagdo
inicial ndo tem solu¢do em ©, pois z + 1 = 0 n3o tem solu¢do em ® =R — {0, —1}. Veja
com atencdo os Ultimos exemplos da lista a seguir.

Exemplos

2
3*2 ; — = .
] 0;

!Lembre-se que, dizer que uma express3o é ndo negativa em © é o mesmo que dizer que ela é maior ou igual
a zero em 2.
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Licao 10 Secao 1: Operacoes que nao modificam o conjunto das solucoes

Tal equagdo sé pode admitir solugdes em © = R — {1} que é o maior subconjunto da reta onde os
membros da igualdade est3o, simultaneamente, bem definidos.

Assim, em R — {1} temos:

2 egra 2 egra
x— =0 e g reent (r—1Dx=2.
r—1 r—1

Note que para usar a Regra 7 precisamos que a expressdo x — 1 ndo se anule em © =R — {1}, o que
de fato ocorre.

Agora, estamos diante de uma equag¢do do segundo grau a qual sabemos resolver. Vamos ent3o resolvé-la
e considerar apenas as solu¢des em R — {1}.

Temos que:
(r—1z=2 +—= 2°-2-2=0 <= z2=2 ou z=-1.

Agora, podemos concluir que as solugdes da equagdo inicial sdo: —1 e 2.

V222 —x = x;
Os membros da igualdade acima estdo bem definidos em toda a reta.

Portanto, em R temos:
: Regra 4
V22 —r =1 &5 222 — 2 =23 (elevando ambos os membros ao cubo).

Assim, usando a Regra 4 chegamos numa equacdo que sabemos resolver. Resolvendo-a, obtemos:
202~z =2 = 2(@*-22+1)=0 <+ 2(r-1)2=0 <= x=0o0u z=1.

Agora podemos concluir que as solu¢cdes da equag3o inicial sdo zeroe 1.

(2z +3)% = a5;

Os membros da igualdade acima estdo bem definidos em toda a reta.

Assim, em R temos:

(2z +3)® = ab S 2 4 3 = 22 (extraindo a raiz ciibica de ambos os membros).
A Regra 5 nos permitiu chegar a uma equacgdo do segundo grau. Resolvendo-a, obtemos:

2r4+3=2%2 <— 22-2r—-3=0 <= zx=3 ou z=-—1.

Vo =V +2;

Note que os membros da igualdade acima est&o, simultaneamente bem definidos em © = [0,00). Além
disso, em [0,00) ambos os membros s3o ndo negativos. Logo, podemos aplicar a Regra 8.

Em [0,00) temos:

VT = Vo2 " a2 =42 (elevando ambos os membros & poténcia 4).

2

Agora, precisamos resolver a equacdo z? = x + 2 e considerar apenas as solu¢des em [0, 00) .

2 =242 obtemos:

Resolvendo a equacao =
?=r+2 = 12-2-2=0 <= (z-2)(z+1)=0 <= x=2 ou z=-1.
No entanto, —1 ¢ [0,00). Portanto, a equagdo inicial tem uma Unica solug3o, a saber, z = 2.
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7 = (2] - 2)*;

Note que os membros da igualdade acima est3o, simultaneamente bem definidos em © = R. Além
disso, ambos os membros da igualdade s3o ndo negativos. Logo, podemos aplicar a Regra 9.

Em R temos:
22 = (jo] —2)* "B Va? = (|| —2)2 = |z| = (jz| - 2)? (extraindo a raiz quadrada de
ambos os membros).
Agora, precisamos resolver a equacdo |z| = (x| — 2)2.
Resolvendo a equacdo |z| = (|z| —2)? obtemos:
2| = (l2[-2)? <= |2[=[z—4lz[+4 <= [2?-blz[+4=0 <= (|Jz[-4)(|]z[-1) =0
<~ |z|=4 ou |z|=1 <= x=244 ou xz==+1.

Portanto, as solu¢des da equacdo inicial sdo: —4,—1,1 e 4.

Admitamos que = tem seus dois membros bem definidos no conjunto ® = R — {-1,0}.
Suponhamos também que usando as regras listadas acima conseguimos mostrar que a equagdo inicial é
equivalenteem ® = R—{—1,0} aequagdo (x+1)(xz—2) =0. Nesse caso, concluimos que a equagdo
= tem uma Unica solucdo em ©® =R —{—1,0}: a solugdo = = 2, pois esta ¢ a (nica solugio
de (x+1)(x+2)=0em D.

Suponhamos que = tem seus dois membros bem definidos no conjunto ® =R — {1,0,—1}.
Suponhamos também que usando as regras listadas acima conseguimos mostrar que a equacdo inicial é
equivalente em ©® =R — {1,0,—1} a equa¢do x(x — 1) = 0. Nesse caso, concluimos que a equagdo
= ndo tem solugdo em ® =R —{1,0,—1}, pois z(z — 1) =0 ndo tem solugdo em D.

T _ 1
3x—x2-2 -1

Temos que: 3x—22—2 = (2—x)(x—1). Portanto, a equacdo acima sé pode admitir solucdes em D =
R —{2,1} que é o maior subconjunto da reta onde os membros da igualdade estdo, simultaneamente,
bem definidos.

Assim, em © =R — {2,1} temos:

x 1 Regra 7
<~

_ Regra 6
3x—22 -2 x-—1

zx—1)=2—-2z)(x—1) r=2—x.

Note que para usar a Regra 7 precisamos que as expressdes z — 1 e 3x —2%2 —2 = (2—1x)(z — 1) ndo
se anulem em ©® =R —{2,1}, o que de fato ocorre. E para usar a Regra 6 precisamos que z — 1 n&o
se anuleem ® =R — {2,1} o que também ocorre.

Feitas as simplificacdes, estamos diante de uma equacdo extremamente simples de resolver. Sé que
devemos resolvé-la em ©® = R — {2,1}. Mas nesse conjunto a equagdo = = 2 — z n3o tem solugdo.
Logo, a equagdo inicial ndo tem solugdes.
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1.4 Operacoes que modificam o conjunto das solucoes

Ao realizar essas operacdes sobre a equacdo inicial ndo perdemos solucdes mas podemos in-
troduzir solucbes estranhas a equac3o inicial. Nesse caso, resolvida a equacdo modificada
precisamos testar as solu¢des encontradas para saber se elas sdo, de fato, solucdes da equacao
inicial.

Veremos nesta secao que tais operagbes parecem mais faceis de serem administradas, pois
as hipdteses serao muito mais simples. No entanto, podemos ter que pagar um preco caro por
isso: é que teremos que testar todas as solu¢cdes encontradas, o que pode ser uma tarefa dificil
e trabalhosa. Listamos agora algumas dessas opera¢oes.

Em todas essas regras o conjunto ® serd sempre assumido como sendo toda a reta R.
Assim, pode ocorrer que as expressdes envolvidas ndo estejam bem definidas em alguns pontos
ou intervalos de ® =R.

Regra 10. Em © =R temos: +—: = :.
Regra 11. Em © =R temos: :+ = —:.

Regra 12. Em © =R temos: —i—z = X@+X:.
B x[D]
Note que essas trés regras sdo mais gerais que as Regras 1, 2 e 3. Nas Regras 1,2,3
tinhamos hipdteses sobre as expressoes , , e @ . precisavam estar bem

definidas em ©. Aqui, abandonamos essa hipdtese, no entanto, precisamos testar as
solucdes encontradas na equacdo inicial.

Regra 13. Em ® =R temos: : = nzn

quando m é um inteiro positivo.

Note que essa regra é mais geral que as Regra 4 e 8. Por exemplo, na Regra 8 tinhamos
hipoteses sobre as expressoes e : precisavam estar bem definidas em © e serem
ndo negativas. Aqui n3o exigimos isso, em contrapartida, precisamos testar as solu¢des
encontradas na equacdo inicial. Além disso, n é um inteiro positivo qualquer.

Exemplos
No que segue, estamos assumindo que ® =R.

% Jr—2=vVa2-2;

Temos que:
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Vr—2=+v22-2 Ri>“3 r—2=22-2 (elevando ambos os membros ao quadrado).

Agora, precisamos resolver a equacio x —2 = 22 — 2 e testar as solucdes na equac3o inicial.
Resolvendo-a, obtemos:

r—2=2>-2 <<= 22-2=0
— z(zr—1)=0 <= 2z=0o0u z=1

Voltando a equacdo inicial verificamos que nem « = 0, nem z = 1 s3o solu¢des da equagio inicial.
Consequentemente, a equagdo inicial ndo tem solugdes.

% \/2z] —1=u;

Temos que:
V2lzl—-1== Reg 3 2| — 1 =22 (elevando ambos os membros ao quadrado).

2 e testar as solugdes na equac3o inicial.

Agora, precisamos resolver a equagdo 2|z|—1==x
Resolvendo-a, obtemos:

2] —1=22 <= |z -2lz|+1=0 <+ (Jz|-1)*=0

= |z|=1 — x==l1.
Voltando a equagdo inicial, verificamos que = =1 é de fato solugdo mas, x = —1 n3o é solugio.
$ x=+/3x—2
Temos que:
Regra 13
=3r—2 227 22=3x-2 (elevando ambos os membros ao quadrado).

2 =3z —2 e testar as solucdes na equacio inicial.

Agora, precisamos resolver a equagdo =
Resolvendo-a, obtemos:
2=3r-2 < 2°-32+2=0 <= (z—1)(z—-2)=0
<~ =1 ou x=2.

Testando esses valores na equagao inicial, verificamos que ambos s3o solu¢des dessa equagdo.

Regra 14. Em © =R temos: : = x@:x..

Note que essa rera é mais geral que a Regra 7. Na Regra 7 tinhamos hipdteses sobre
as expressoes A . n e Ij precisavam estar bem definidas em © e além disso,

deveriam ser n3o nulas em ®. Aqui n3o exigimos nada disso, no entanto,
precisamos testar as solucdes encontradas na equacao inicial.

Exemplos

No que segue, estamos assumindo que ® = R.
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T 1
ES = —
2-1 z-1
Em © =R temos que:
X 1 Regra 14 2
2—-1 z-1 ( )
Agora, precisamos resolver a equagio z(x — 1) = 22 — 1 e testar as solugdes na equac3o inicial.
Resolvendo-a, obtemos:
rz—-1)=2>-1 <= 22-r=22-1 <= zx=1
Voltando a equagdo inicial verificamos que x = 1 n3o é solugdo da equagdo inicial. Consequentemente,
a equacdo inicial ndo tem solucdes.
x 3
* =

22 —4 5(30—2);

Em ® =R temos que:
X 3 Regra 14 2 2
= 5(x° —2x) = 3z° — 12.
o1 s@oy — W=

Agora, precisamos resolver a equacio 5(z% — 2z) = 322 — 12 e testar as solugdes na equacio inicial.

Resolvendo-a, obtemos:
52 —2r) =322 -12 <= 222 -102+12=0 <<= 22-5x+6=0
<— =2 ou x=3.
Voltando a equacdo inicial verificamos que = 2 n3o é solucdo da equacdo inicial mas, x = 3 é solucdo.
Consequentemente, a equacg3o inicial tem uma Unica solucdo, a saber, x = 3.

Regra 15. Suponha que a equagdo inicial tenha um termo do tipo |E|. Ent3o, teremos:
equagdo obtida trocando |E| por E na equagdo inicial
Equacdo inicial| = ou
equagdo obtida trocando |E| por —FE na equagio inicial.

Resolvidas as duas novas equacdes devemos testar todas as solucdes para saber qual delas
é solucao da equacao inicial.

Exemplos

Novamente, estamos assumindo que ® =R.

# x4+ 1| = 2x;

Aplicando a regra acima temos que:

r+1=2x z=1 z=1
lz+1] =22 = ou = ou = ou
—(x+1)=2x 3r=-1 x=-1/3.
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Voltando a equagdo inicial, verificamos que = = 1 € solucdo. No entanto, x = —1/3 ndo € solucdo
dessa equagdo. Assim, S = {1}.

Para a equacdo z|z|+ 2z =1 temos:

22 4+ 20 =1 22 4+2—1=0 g —2Etvatd
rlz|+ 22 =1 = ou = ou = ou 2
—z? 4+ 2x =1 2 —2x+1=0 (@—1)2=0
r=-1+2 r=-1+2
- ou - ou
(r—1)2=0 r=1.

Testando as solugdes na equagdo inicial concluimos:

i ¢ =1 ndo é solugdo;

w 1 = —1—+/2 n3o é solugdo pois é facil observar que um nimero negativo nio pode ser solucio
da equagao inicial;
w Para =2 — 1 temos:

x\x|+2x} (VZ-12+2(v2-1)=(2-1)(V2+1)=2-1=1.

m:ﬂ—l

Portanto, z = /2 — 1 ¢ a Unica solucdo da equacio proposta.

1.5 Resolvendo equacoes com modulo

A aplicac3o sucessiva da Regra 15 nos permite resolver equacgdes envolvendo médulo de ex-
pressdes bem mais sofisticadas do que as apresentadas nos exemplos anteriores. A seguir damos
uma receita para tal método.

iz 1° Passo:

Para cada expressdo do tipo |E|, na expressdo inicial, construimos 2 equagdes:
uma trocando |E| por E e outra trocando |E| por —E.
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1 2° Passo:
Aplicar o passo acima até eliminar todos os médulos.

Note que para cada médulo retirado construimos 2 equacdes. Se tivermos de retirar
2 médulos, obtermos 22 equaces; se tivermos de retirar 3 mddulos, obteremos
23 equacdes, e assim por diante.

i 3° Passo:

Retirados todos os mdédulos resolvemos as equacdes resultantes. Depois, testamos
todas as solu¢Bes na equacio inicial pois esse processo, baseado na Regra 15, pode
introduzir solucdes estranhas a equacdo inicial.

Exemplo
#2—lx+[22+1 -2 =2+u;
Para resolver essa equagdo usando a receita que acabamos de descrever, devemos fazer:

i Retirar um primeiro médulo, obtendo:

2—|lz+2z+1-2=2+=x ; 2—|lz—(2z+1)-2/=2+=z.
1= Retirando os médulos restantes, obtemos:

2—(z+2z+1-2)=2+2 2—(z—(2z+1)—2) =242

24+ (z+22+1-2)=2+2 2+ (z—(2z+1)—2)=2+=z.

Agora, para encontrar as solucbes da equacdo inicial devemos, resolver as quatro equagdes acima e
testar as solucdes encontradas para saber quais delas sdo solucdes da equacdo inicial. Nesse processo,
encontraremos todas as solucdes da equacio inicial.

Exercicios resolvidos

x—1

1. Resolva a equagdo = + =0.

Os membros da equagdo em estudo estdo bem definidos em © =R — {0} .
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Assim, em © =R — {0} temos:

z—1 Regra2 L — 1 Regra 7 2
=0 = = —x — x—1=—x".
T T
Note que podemos usar a Regra 7 jd que a expressao = nado se anula em D.

2

T+

Isso feito, precisamos resolver a equagdo = — 1 = —x° e considerar apenas as solugdo em 2. Assim,

-1+v1+4 —1£+V5
xz% = sz\f;Ao.

—1-V5
52

2

r—1=-2? — P+2-1=0 —

—1+V5
2

Logo, a equagdo inicial tem duas solug¢des: e

. Resolva a equacdo v/5x2+4x+1=x+1.

Os membros dessa equacgdo estdo bem definidos para todo x real. Assim, seja © = R.

Em ® =R temos entdo que:

Vor?+dr+1=x+1 & 502 +dz4+1=(z+1)>%

Agora, precisamos resolver a equagio 5x2 + 4x + 1 = (z + 1)3. Resolvendo-a, obtemos:

5x? +dr+1= (2412 <= brl+de+1=24+322+32+1 — 2°-222-2=0
— 2(@*-22-1)=0 <= 2=0 ou 2°-2r—-1=0

24 VA+4 2422
x = R 2\f:1¢\/§.

<= =0
X ou 5

Logo, as solucdes da equacio inicial sdo: zero, 1+v2 e 1 —+/2.

x 3
. Resolva a equacao =1
quac a:—1+a:2—|—1

O maior subconjunto da reta onde ambos os membros dessa equacio estdo bem definidos é
D =R—{1}. Assim, em ©® =R — {1} temos:
T 3 Regra 3 13 +x+ 3I - 3 Regra 7
x—1+x2+1 (x —1)(x2+1) v (z-Di"+1)
Note que podemos usar a Regra 7 pois a expressio (z — 1)(z% + 1) n3o se anula em D .
Agora basta resolver a equagdo 2% + 4z — 3 = (z — 1)(2® + 1) e considerar somente as solu¢des em
®. Resolvendo-a, obtemos:
P rdr—3=(z—-1)(2*+1) = 2PH+4r-3=+r-2>-1
= 2*+32-2=0
v -3E£V9+8 —3x+17 41
B 2 B 2 ’

—

Portanto, a equacao inicial tem duas soluc¢des:

—34+ V17 . 3417
2 2
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4. Resolva a equacao /1 —2x =x+1.

Nesse caso vamos usar a Regra 13 . Assim, resolvida a equa¢do simplificada, devemos testar
suas solu¢des na equagao inicial para saber se ndo estamos diante de uma solugdo estranha a equacgao
inicial. Em © = R temos que:

Vi-2z=2+1 = 1-22=2°+22+1 = 2*’+4d2=0 = x(z+4)=0.

Assim, x =0 ou x = —4. Testando esses valores na equacgdo inicial, verificamos que zero é solucao
mas —4 ndo o é. Portanto, S = {0}.

5. Resolva a equacdo /2 — x4 = .
Novamente, faremos uso da Regra 13 . Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
em © =R:

23—t =g = 92—24=22 — 442 -9=0 — m2:—1¢§/ﬂ:—12i3
= 2?=1 = x==£1.

Voltando a equacio inicial, verificamos que x =1 é solu¢cdo mas, x = —1 ndo o é. Assim, § = {1}.

6. Resolva a equacdo /5 +x ++/5 —x = +12.
Em © =R temos que:

Vitr+vVi—2=V12 <= itz =VI2-V5—x

= S54zx=12-2V/12V6—z +5—=x

— 2r—12=-2,/12(5—12) — z-6=—/12(b—2)

= 22-120-36=60—12z < 2°=24

= x=+2V6.
Resta agora verificar se esses valores s3o, de fato, solu¢des da equagdo inicial ja que em algumas passagens
utilizamos operagdes que podem ter introduzido solugdes estranhas a equagdo inicial.

Primeiramente observamos que a equagdo tem simetria em relagdo a origem, isto é, trocando x por —zx
a equacdo ndo se altera. Isso significa que se b é solugdo entdo —b também o é, e vice-versa.

Vamos mostrar que 2v/6 é solucio’:

(\/5+2¢6+\/5—N6 )2 =5+2¢6+5—2\/6+2\/5+2\/6\/5—2J6 =10+2v25 — 24 = 12.

Isso mostra que 2v/6 é solucdo. Da simetria da equacdo, segue que as solucdes sdo: 2v/6 e —2/6 .

7. Resolva a equagdo v2x —2 +/2 — =/ .

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:

2Note que 5 > 2v/6.
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V2r—2+V2—-2=yr = 22-242-2+2/(22-2)2-2)=2

= 2/(2x-2)2-2)=0 = x=1 ou x=2.

Testando esses valores na equacao inicial, concluimos que ambos sdo solugdes. Portanto, o conjunto
solugdo da equagdo inicial é S = {1,2}.

. Determine as solucdes de /2x(x —4) = v2x .

Elevando ambos os membros 3 sexta® poténcia, teremos:
V2w —4)=V2r = 2%*(x-4)*=2%" —= 22z -4)%=22".

Agora, devemos resolver a equagdo 2%(z — 4)2 = 22® e testar as solugdes encontradas na equagdo
inicial j4 que uma das operagdes utilizadas para simplificar a equacdo inicial pode ter introduzido solug¢des
estranhas. Temos que:
Pz -4 =2 —= 2H2-4?-22°=0 <= 2 {(z—-4)>-22}=0
— 22=0 ou (z—4)?*-2r=0.
— =0 ou (z—4)?*-22=0.

Agora, resolvendo a equagdo (z — 4)? = 2z obtemos:

(-4 =2r <= 2*-8+16=21r <= 22-102+16=0
< =2 ou x=38

Voltando a equagdo {/2x(x —4) = /2z e testando x =0, x =2 e x =8, concluimos que zero e 8
sdo solugcdes mas 2 ndo o é.

. Resolva a equagdo |z — 1| 4+ 2x = |z|.
Solugao: Aqui vamos usar a Regra 15 que diz respeito a simplificacdo de equagdes com mdédulo.

Operando sobre o primeiro médulo obtemos as equagdes
r—14+2c=|z] ; —(x—1)+2z=|z|

Operando sobre o segundo médulo, obtemos:
x—142x=2 ; z—142z=-2 ; —(z—1)+4+2x=2 ; —(x—1)+2z=—-uz

Resolvendo as equag¢des resultantes:

A rz—14+2r=2 <+— 2u=1 = zx=1/2;

—(x—-1)+2z=2 <= —-=zx+1+4+2x=2 <= 1=0 (equagdo sem solu¢do);

(a)
by z—142z=-—2 = 4dax=1 — z=1/4;
()
(d)

d -1 +2x=-—2 +<— -—-—za+l+2r=-—1 — 2u2=-1 <+— z=-1/2.

3Elevar a sexta poténcia corresponde a elevar ao quadrado por trés vezes.
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Testando as solucdes na equacdo inicial, concluimos:

—1 2,} = } — |l-1+2xl=| = Ll+1=1
o [z—1[+2z om1/2 || om1/2 3 =1 5 = I3l 2T 2
e portanto z = 1/2 n3o é solucio;
-1 2} = } — |f-1+2xi=}} &= 3421
o |z |+ 22 e=1/4 |z| v=1/4 |3 |+ i =l1l 1ti=1
e portanto = = 1/4 n3o é solugio;
1 2} = } —i-1-2xi=|-} = 2-1=1
o [z —1[+2z pm1/2 |z pmr1/2 =21 2= =3l 2 2

e portanto z = —1/2 é soluggo.

Consequentemente, a equagdo inicial tem apenas uma solu¢do, a saber: —1/2.

@ Nota: O proximo exercicio mostra como pode ser traicoeira essa técnica de simplificar equacgdes
usando operagdes que introduzem solu¢des alheias a equacdo inicial. J4 imaginou se na equagdo sim-
plificada todos os nimeros reais sdo solugdes? Como descobrir, dentre eles, aqueles que de fato sdo
solugdes da equacdo inicial ? Esse problema aparece na préxima equagao.

Resolva a equacdo |z|+1=x+ 1.

Seguindo a técnica apresentada nessa licdo, consideremos as equagdes z+ 1 =x +1 e
—xz+1=2a+1 obtidas trocando |z| por z e —x respectivamente na equac¢do inicial. Resolvendo-as:

(a) x4+ 1=x+1. Todo niimero real é solugdo dessa equa¢do;

(b) —z+1=2z+1 <= 22=0 <<= x=0.

Devemos ent3o, testar na equacdo inicial, todas as solu¢des encontradas.

No entanto, todo niimero real é solugdo da primeira das equacdes resultantes da simplificagcdo. E agora?
Claro, n3o vamos testar todos os niimeros reais para saber quais deles sdo solu¢bes da equacdo inicial. O
que precisamos é encontrar uma técnica mais adequada a esse tipo de equagdo. Veremos isso na préxima
licdo.

Verificamos com facilidade que = = 0 é solucdo da equacdo inicial. Consequentemente, o que podemos
concluir no momento é: S D {0}.

De fato a equacdo em estudo é bastante simples e somos capazes de dizer quais sdo as suas soluc¢des,
sem precisar de técnica nenhuma. E qual é essa solugcao?
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. Resolva as equagdes:

1
4 1= :
(@) Z+1=vo
1 1
(b)7+1—7—1
1
V2 +1l=uz;
1 —
\/x+1 V +
yVai—1=z-1.
. Resolva a equacao:
T+ 2 f1—2
Vz+4 -

. Resolva a equacio:
222 20+ 7 1— 6x —4

+—1 3 'Ta-1

. Resolva as equagdes:
() [4+a| = ;

(b) o+ 2| =2 — [z

(c) |lz+ 8| —z| =0;

(d) ‘|x—|—4|—|—|sc\| =3;

(e) [lz — 1|+ 2| =1.
. Resolva:

(@) 22— || =0;

(b) 23 +|z| =0.

. Resolva a equagdo |3 —z|— [z +1|| =0.

. Resolva as equagdes:

(a) V222 -9 ==z

(b) V422 —1 = 22

(c) V322 —z =22 —1

(d) vV3—2x =3—+2x+2
(¢)

e) VvV +10 + vVr+10=2

. Sejam a,b e (

Ny

. Resolva as equagdes:

@ Vval4+z—-2=x
(b) V222 +2 -2 =2

) Resolva a equac3o

) VI—z++v22—1=+1+u.

10.

11.

12.

13.

15.

17.

Determine as solucdes de:

@ o=t !

Resolva as seguintes equagdes:
(a) a2 + || = |1 — 2]
|z —2| — 22| =2—4z

(b)
((c; Vi—|z—1]+22=1

d) ]z —222 =2 +=x.

Determine os pontos da reta cuja distancia ao
ponto 1 éigual ao quadrado da sua distancia ao
ponto 4.

Determine o dominio de definicdo da expressao

|22 — 1| — 22
142 — 222

e 0s pontos onde ela se anula.

. ldem para a expressao

Jzl=vVa+3
V242 —4

Determine os pontos da reta cujo quadrado da
sua distancia ao ponto 1 é o dobro da distancia
ao ponto 3.

. Determine os pontos da reta cujo quadrado,

transladado de 5, coincide com o triplo de sua
distancia ao ponto 1.

Determine os pontos da reta cuja raiz qua-
drada do seu transladado por 3 coincide com a
distancia da raiz quadrada desse ponto ao ponto
2.
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18. Resolva a equacdo x = —2. Solucgao:
Solucio: Temos que: /T X /T = V2 .
De: Vx = -2; Além disso: Va2 = |z|.
segue que: (Vz)* = (-2)*=16. Logo,
Logo: =z =16. de: Vrxr=1
Portanto: S = {16} . segue que: || =1.
A solucdo estd correta? Se ndo, onde estd o Portanto: & = {+1}.
erro?

A solugdo estd correta? Se ndo, onde estd o
19. Resolva a equacdo /x x \/x =1. erro?
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11

Estudando o sinal
de expressoes

Nessa licdo vamos aprender como analisar o sinal de uma expressio, isto é, determinar onde a
expressao é positiva, onde ela é negativa e onde ela se anula. Essas sdo informagdes importantes
no estudo de uma express3o.

No curso de Célculo | vocé vai utilizar esse tipo de andlise para determinar os intervalos nos
quais as expressoes estudadas sdo crescentes e os intervalos onde elas sdo decrescentes.

Comecemos com a express3o:
(x —1)(3—x) (11.1)
cujo dominio é toda a reta.
Primeiramente, vamos determinar os pontos onde essa expressdo se anula. Para isso, deve-
mos resolver o que chamamos de equacdo associada a expressio:

(z—1)(3—2)=0 (11.2)

cujo conjunto solucdo é § = {1, 3} .

Na figura ao lado exibimos o dominio 0 0 dominio de
e 0s zeros da express3o: 1 3 (x—1)(3—=2)

Passemos agora a andlise do sinal de (xz — 1)(3 — ) nos intervalos:

(—o0,1) ; (1,3) e (3,00).



Licao 11 Secao 1: Uma regra fundamental

1 Uma regra fundamental

Na secdo 3 da Licdo 9 aprendemos a analizar o sinal do trinbmio do segundo grau e con-
seqlientemente, sabemos analizar com facilidade o sinal da expressdo em estudo. No entanto,
vamos introduzir uma regra geral que permitird fazer a andlise do sinal de expressdes bem mais
complexas do que a de um trindmio do segundo grau.

Para fazer essa anélise, vamos utilizar o seguinte resultado:

Se em todos os pontos de um dado intervalo da reta uma expressdo esta bem definida
€ ndo se anula nesse intervalo entdo: ou ela é sempre positiva ou ela é sempre negativa
nesse intervalo.

Muito cuidado ao usar essa regra: é que ela s6 é verdadeira para expressoes que
variam continuamente em seus dominios de defini¢do, isto €, expressoes continuas.
Lembre-se também que essa regra se aplica a intervalos e nao a subconjuntos quais-
quer da reta.

Convencao: Salvo mencdo explicita em contrdrio, todas as expressdes com as quais vamos
trabalhar s3o expressdes que variam continuamente em seus dominios de definicdo e sobre as
quais, consequentemente, podemos aplicar o resultado que acabamos de enunciar. Os po-
linbmios, por exemplo, sdo expressdes continuas. Também sido expressdes continuas em seus
dominios de definicdo: a soma, a diferenca, o produto, o quociente, poténcias, raizes, médulo,
etc de expressdes continuas. Vocé estudard o conceito de continuidade no curso de Calculo I.

Convencio feita, n3o quer dizer que vocé nunca mais deve questionar a continuidade das
expressoes usadas no Curso de Matematica Basica. Vocé deve fazer isso sempre. Veremos
mais tarde algumas expressGes que ndo variam continuamente. Para tais expressoes, claro, nao
podemos aplicar o resultado sobre a variacdo de sinal que acabamos de enunciar.

Referéncias para o conceito e resultados gerais sobre continuidade vocé pode encontrar em
[1, 5, 6,9, 10, 12, 13].

Voltando a expressdo (z—1)(3—x) e aplicando a regra acima, concluimos que a expressao
tem um unico sinal a esquerdade z =1.

Como descobrir esse sinal 7

Ora, avaliando a expressdo em qualquer ponto a esquerda de 1, por exemplo, em x =0,
ou sendo, em x = —m. Evidentemente, escolhemos um valor para a varidvel com o qual é
mais simples fazer os cdlculos. Com o mesmo processo descobriremos o sinal da expressdo nos
intervalos (1,3) e (3,00). Assim,
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Secao 1: Uma regra fundamental

i Sinal em (—o00,1):

Avaliando a expressdo em z =0 € (—oo0,1) temos:

(x — 1)(3—:0)]96:0 =0-1)3-0)=-3<0 (—)

i Sinalem (1,3):

Avaliando a expressdo em z =2 ¢€ (1,3) temos:
(z-1)B-2)],_,=2-1)3-2)=1>0 (+)

i Sinal em (3,00):

Avaliando a expressdo em = =4 € (3,00) temos:
(z-1)B-2)],_,=@-1)B-4)=-3<0 (-).

Assim, (z —1)(3 —x) tem o seguinte quadro de sinais, exibido abaixo:

1 é positiva em (1,3);
1 é negativa em (—oo,1)U(3,00);

I se anulaem S = {1,3}.

Exemplo

sinal de

77777777 O v +++++90 ———— - N

1 3 (z—1)(3—2x)

Para conhecer o sinal de 2x+3 usando a técnica
acima descrita, devemos:

15 Resolver a equacdo: 2z +3=0:
20 4+3=0 <— x=-3/2.
v Estudar o sinal de 2z+3 em (—o00,—3/2)
e (—=3/2,00).
Sinal em (—oc0,—3/2):
Avaliando 2243 em —2 € (—00,—3/2) temos:
20+3] _ ,=2(-2)+3=-1<0(-)

Sinal em (—3/2,00) :

Dado o gréafico de uma expressdo, temos:

Avaliando 2z +3 em 0 € (—3/2,00) temos:
20+3],_,=2x0+3=3>0(+).

sinal de

3
=3 2z + 3

Assim, a expressdo 2x + 3:

i é positiva em (—3/2,00);
i é negativa em (—o0,—3/2);

= se anula em S = {-3/2}.
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e 0s pontos onde a expressao se anula estio situados sobre
o eixo das abcissas; na figura esses pontos sdo —1,1,2.

e nos pontos onde a expressdo é positiva seu grafico fica
acima do eixo das abcissas; na figura, a expressao é po-

sitiva nos intervalos (—1,1) e (2,00). -1 1\}
e ¢ nos pontos onde a expressdo é negativa seu grafico
fica abaixo do eixo das abcissas; na figura a expressdo é
negativa nos intervalos (—oo,—1) e (1,2). Grafico de (z + 1)(z — 1)(z — 2)
Exercicios resolvidos
1. Estude o sinal da expressao 3 — 2x.
Para isso precisamos:
dominio d
15 Resolver a equagcdo 3 —2x =0: 93 i
3—2x=0 <= x=3/2. 2 3—2z

v Testar o sinal em (—o00,3/2):
Em 2=0¢ (-00,3/2) temos:
3—2x] _=3-2x0=3>0(+)

i Testar o sinal em (3/2,00): .
Em z=2¢€ (3/2,00) temos: S e e o o - sinal de
3—2z] ,=3-2x2=-1<0(-) £ 32z
Agora, podemos concluir que a expressao 3 — 2z tem a seguinte distribuicdo de sinal:
& positiva em (—00,3/2) & negativa em (3/2,00) = se anula em x = 3/2.

2. Estude o sinal da expressio x? — 2z — 2.

Para esse estudo precisamos:

1= Resolver a equacdo associada: 22 — 2z —2=0.
Para isso, completando quadrados, obtemos:
2 -20-2=0 <= (2-1)2-1-2=0 < (z—-1?%=3
— x-1=+V/3 — x=1+3.
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Portanto, a expressdo em estudo se anula em: 0

0 dominio de

1-v3el+V3.

1+3

z2 — 2z —2

Teste de sinal em (—o0o,1—+/3):

Em z=—-1¢€ (00,1 —+/3) temos:
?—=20—-2] _  =(-1)2=2x(-1)=2=1>0 (+)
Teste de sinal em (17\/§,1+\/§):

Em x:OG(l—\/§,1+\/§) temos:

a? =2 —2] _ =02-2x0-2

=-2<0 (-) ++++++++ 0

1-+3

Teste de sinal em (14 1/3,00):

Em m:3€(1+\/§,oo) temos:
?—20-2] _,=3-2x3-2=1>0 (4)

Finalizando, concluimos que 22 — 2x — 2 satisfaz:
¢ positiva em (—oo,1 —+/3)U (14 /3,00);
= é negativaem (1 —+/3,14++3);
= se anula em S:{l—\/g, 1+\/§}.

Claro, poderiamos ter usado as regras que descrevem o sinal de um polindmio do segundo grau para
obter este mesmo resultado. No entanto, o objetivo aqui é exercitar a nova técnica apresentada.

3. Estude o sinal da expressao |2 — x| — 2x.
Para estudar o sinal dessa expressido precisamos:

i Resolver a equagdo associada: |2 —z| — 2z =0.
Eliminando o médulo obtemos as equagdes:
2—-2z)—2x=0 ; —(2—2)—2x=0.
Resolvendo-as:

@) 2—z)—22=0 <= 2-32=0 <<= z=2/3;
by —2—2)—2x=0 = -2-z=0 <<= z=-2.
Testando essas solu¢es na equacgdo inicial,
verificamos que —2 n3o é raiz e que 2/3 é 0 dominio de
raiz. Portanto, a expressdo inicial se anula % 12— 2| — 22
apenas em x =2/3.
1w Teste de sinal em (—00,2/3):
Em z=0¢ (—00,2/3) temos:
2—z|—-2z] _ =12-0/-2x0=2>0 (+)
i Teste de sinal em (2/3,00):
Em z=1¢€(2/3,00) temos: T R _ sinal de
2-a|-2c]  =[2-1-2=1-2 2
z= 3 |2 — x| — 2z

=-1<0 (-)
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4. Estude o dominio e o sinal da expressao

Finalizando, concluimos que |2 — x| — 2z tem a seguinte distribuicdo de sinal:

> é positiva em (—00,2/3) = é negativa em (2/3,00) = se anulaem z =2/3.

4 — g2

T

Comecamos esse estudo determinando onde a express3o estd bem definida.

A expressdo sé ndo estd bem definida quando x = 0. Sendo assim, seu dominio de definicdo é o
conjunto (—o0,0)U (0, 00).

A expressao se anula quando
4—22=0 = x==2.

Teste de sinal em (—o0,—2): 9 — 9 dominio de
Em 2z = -3 € (—00,—2) temos: -2 0 2 (4—2%)/x
4 — g2 4 —(=3)2
=——F=5/3>0 .
| -G o)
Teste de sinal em (—2,0): 1w Teste de sinal em (0,2):
Em z=-1€(-2,0) temos: Em z=1€(0,2) temos:
4 — 22 4 —(—1)? 4 — z? 4 —12
=—— 7 = 3<0(-). = =3>0(+).
= -) e e I
Teste de sinal em (2,00):
Em 2 =3€(2,00) temos:
2 2 ;
4—x } :4—3 :75/3<0(7). +++++0 o ndiiii(‘)JrJrJrJr sinal de
P 3 2 0 2 (4—a?)/z

Finalizando, exibimos no quadro ao lado o
sinal da expressdo em estudo.

5. Determine o dominio da expressao /2 + x — x2 .

Para isso, devemos determinar os valores da varidvel z para os quais a expressdo 2+ x — x>

€ maior ou igual a zero. Temos que:

1 A expressio 2+ x — 22 se anula em:

—14+/1-4x(-1)x2 —-1+3 1F3
2 x (—1) =22
isto é, quando x = —1 ou quando x = 2.

24z —22=0 <— z=
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i Teste do sinal em (—o0,—1): i Teste do sinal em (—1,2):
Em z=-2¢€ (—oc0,—1) temos: Em z=0€(—-1,2) temos:
24z —a?] _ ,=2+(-2)—(-2) 24z —2?] _ =240-(02=2>0(+)
=—-4<0(-)
1z Teste do sinal em (2,00): )
Em 2=3€(2,00) temos: | ZZ=—----- O +44t4+ 0 ——__ _ sinalde
24x—a?] _,=243-(3)’=-4<0(-) -1 2 24 a2

Agora, podemos concluir que o dominio de definicdo da expressdo V2 + x — z2 é o intervalo [—1,2].

2 —x—2

. Estude o sinal da expressaio ———.
24+ —2

Vejamos onde a expressdo dada estd bem definida. Para isso devemos resolver a equagao:
>’ +2-2=0 <= x=-2o0u x=1.

Assim, a expressdo em questdo s6 ndo estd bem definida para # € {—2,1}. Portanto, seu dominio de
defini¢do é o conjunto (—oo0,—2)U(=2,1)U(1,00).

Para determinar os pontos onde a expressao se anula, precisamos resolver:

22—2-2=0 <= x=-1 ou z=2.

Logo, a expressdo se anula, somente em {—1,2}. O dominio e os zeros da expressdo sdo mostrados no
diagrama abaixo.

nd 0 nd 0
‘ ‘ (E27(E7
—2 -1 1 2 s 2
15 Teste de sinal em (—oo0,—2): ﬁlﬁiii]mzo = 82;% =1>0(+)

Em 2 =-3 € (—00,—2) temos: )

? 2 (=32 —(=3)—2 _ 10 i Teste de sinal em (1,2):

T3 lees = SR = 4 > 0 () Em 2 =3/2 € (1,2) temos:

1= Teste de sinal em (—2,—1): 1-2—7;—2] _ (3/2)2-(3/2)~2
Em 2 =-3/2¢€(-2,-1) temos: ¥ tz—2 lo=3/2 (3//2>2+<3/2)—2
’ : 5/4

s o2 ] _ (=3/2)°—(=3/2)-2 =—77<0(-)

z?+x—2 lg=-3/2 = (—3/2)24+(-3/2)—2
- _E/Tj <0 (=) 1w Teste de sinal em (2,00):
1z Teste de sinal em (—1,1): E;n r=3¢ (2’;)0) temos:

Em z=0¢€(—1,1) temos: s = =5 >0 (+).
FinaIizaNndooestudodosinal 'da T G e D
expressio, apresentamos o dia- : : o

, -2 -1 1 2 2?—z—2
grama: z2+x—2
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1+x
1— |z

7. Estude o sinal de e o seu dominio.

Para estudar o sinal de uma expressdao dada como quociente de duas outras basta estudar o
sinal de cada uma delas e depois construir o estudo do sinal da expressdo quociente usando a regra de

quociente de sinais.

Sinal de 1+ z:
———— -0yttt Sinalde
-1 1+x

Sinal de 1 — |z|:

=== 0+ +++ 0 -

sinal de

-1 1

1—|z|

Compondo os sinais dos quadros acima, obtemos o sinal de (1 + z)/(1 — |x|) mostrado no préximo

quadro.

t++++nd 44 pnd

sinal de

-1

1 14z
1—|z|

Note que o denominador se anula em z = +1. Logo, o dominio da expressdo (1 + x)/(1 — |z|) é

R — {+1}.

8. Estude o dominio e o sinal de |z| — v/4 — x2.

A expressdo sé estard bem definida

quando o radicando 4 — 22 for maior ou igual a
zero, ou seja, quando x € [—2,2] como mostra
o quadro de sinais da expressio 4 — z2 exibido ao
lado. Assim, o dominio da expressdo |z|—+v/4 — 22
é o intervalo [—2,2].

Estudo do sinal de |z| — V4 — 22

1 Resolvendo a equagdo |z| — v4 — 22 =0:
|lz] —V4d—22=0 <= |z|=V4—2?

=== -0 G+ +++ 0 -

sinal de

-2 2

4 — g2

= 2=4-2? = ax=+V2.

Testando esses valores, verificamos que s3o, de fato, solu¢des de |z| — v4 — 22 =0.
Portanto, a expressdo |x| — v/4 — 22 se anula somente em z = +/2 € [-2,2].

i Teste de sinal em [~2,—1/2):
Em 2 =-2¢€[-2,—V2) temos:

2l -vVE=a?|  =|-2l-Vi-(2P

=2>0(+)

1= Teste de sinal em (—+/2,2]:
Em z=2¢€ (—/2,2] temos:

1= Teste de sinal em (,ﬂ’ \/§) :
Em z=0¢ (—v2,v2) temos:

\x|—ﬂh_oz|0|—m
=-2<0(-)

|x|—m} = l-VE—Z =250 ()
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O quadro a seguir mostra a varia¢do do sinal de |z| — v4 — 2.

nd , 44 40— ——— 0+++ (nd sinal de
-2 —\/E \/§ 2 |r|_m

Finalizando, concluimos que |x| — 4 — a2 satisfaz as seguintes condiges:

1 tem o intervalo [—2,2] como dominio de definicdo;
1w ¢ positiva em [—2,—v/2)U (V2,2];
¢ negativa em (—v/2,v2);

1 se anula em z = +v/2.

225



. Estude o sinal e o dominio das expressoes:

1 1
1—— =
@1-—5--
T
b) r —
(b) z — —
T+ 2
(c) 2 —x—6
X +x—3
d1l1—-— ———
(d) 3 — 27
(o) z+1 n 1
— X
2 —1 z—1
. Estude o sinal de:
20+ 1
1| — .
(@) lo+1] - S
T
b) —— + —— -1
()4—x2+:c—2
2
(C):zr +3z x o
r+1 (x+1)2
22 +2x—3 T
(d) -—
xz+3 x—1
. Estude o dominio e o sinal da expressio
T r—1
—x—1.
s_2 g °

. Estude o dominio e o sinal das expressCes a se-
guir.

(a) V222 -9 — =z

(b) V222 —9 — 22

(c) Va2 =3z —2x+5

(d) v3—2z —3++2x+2
(€) Vo +10 + v +10—2

. Sejam a,b € R*. Estude o dominio e o sinal da

expressao:
o2
a T
. Estude o dominio e o sinal da expressio:
Vait+r—-2 —=x
. Estude o dominio e o sinal da expressao:

V2r2+x—2 —x

10.

11.

Encontre o erro na argumentacdo dada abaixo.

Estudando o sinal da expressdo [x] — % .

Temos que % ¢ 7 e [x] € Z qualquer que seja
zeR.

Logo, [z] — 3 nunca se anula em R.

Avaliando a expressdo acima em x = 1 obtemos:

W -4 =

= =1
2 r=1

L_ 1
5=35>0.

. ~ 1 4 .
Conseqlientemente, a expressao [x] — 5 € posi-

tiva para todo z € R.
Onde estd o erro ?

Note que a conclusdo esta errada pois ao avaliar
a expressdo [z] — % no ponto 2 =0 obtemos o

1
valor 5-

. Considere a expressao

4 r+2
T —

x—1"
(a) Determine o dominio de defini¢do dessa ex-
pressao;

(b) Determine os pontos onde essa expressio
se anula.

Uma expressdo F'(x) tem como dominio de de-
finicdo o conjunto R — {-2,0, 1, 2}. Simpli-
ficando tal expressdo, obtivemos:

(1—2)2z+1)(z—2)(2x — 3)
(z +2)(1 +22) '

(a) Analise o sinal da express3o inicial F(z);
(b) Determine os pontos onde F'(z) =0.

Sobre uma determinada expressdo F'(z) obtive-
mos a seguinte informacdo a respeito de sua dis-
tribuicdo de sinais:

+4+4 nd _ _ _ 0 ++4++ nd — — _ nd _fm_alde

-2 0 2 4

F(z)

nd = expressfo nio estd definida

O dominio da expressdo é R — {—2,2 4}.




12.

13.

14.

Licao 11: Exercicios

Com essas informacles, determine os pontos
onde F(x) tem a seguinte propriedade:

(a) F(z) >0 (b) 2F(z) <0
(c) xF(x) >0 (d) (22— 4)F(x) >0
(e) (F(2))° >0 (f) F(x —1) <0.

A informacdo dada no diagrama anterior sobre
o sinal da expressdo F(z) da a vocé elementos
suficientes para resolver a equagdo F'(z) = 2
ou pelo menos saber quantas solugoes tem a
equagdo F(x) =2, ou quem sabe menos ainda,
saber se a equacdo F(x) = 2 tem alguma
solucao?

A resposta deve vir com uma justificativa precisa
e essa justificativa precisa passa pela construcio
de exemplos.

Os diagramas a seguir mostram a variacdo de
sinal de uma expressdo F(x) e da expressdo
F(z)+1 cujo domiio é R —{-2,2,4}.

+4++4+nd 0 +4++ nd — _ _ nd _Slnilde
-2 0 2 4
F(z)
nd = expressfo nfo estd definida
sinal de
++4+ M +4+4+++++ 0 ———nd 4y
-2 2 4
F(z)+1
nd = express&o nfo esta definida

A partir desses dados o que podemos concluir so-
bre a expressdo F'(x) nos intervalos (—2,0) e
(4,00)7

Analizando o sinal das expressbes F(z) e G(x)
obtivemos as seguintes informacdes:

+4++4+nd 0 +4++ nd — — _ nd _Slnilde
-2 0 2 4

F(z)

nd = expressfo nfo estd definida
sinal de

t++++nd -0 ndy 0
-1 0 2 3

G(x)

nd = express&o nfo esta definida

15.

16.

17.

18.

19.

Aqui, os dominios das expressdes F(z) e G(x)
sdo respectivamente R — {—2,2,4} e R —
{-1,2}.
(a) Qual o dominio de definicdo das expressdes:
(i) F(z) = G(z) (i) Fz) x G(z)
(jil) 2o -
(b) Estude o sinal das espressdes:
() Fx) x G(z) (i) iy -
(c) Resolva as inequagdes:
() F(x)-G@) <0 (i) 305 > 0.
(d) Voce saberia dizer qual o sinal da expressao
F(z)—27
(e) Construa expressdes F'(z) que tenham qua-
dros de sinais como mostrado nesse exercicio.

Se na expressdo F'(x) do exercicio anterior subs-
tituirmos x por y+ 1 obteremos uma expressao
em y, a qual denotaremos por A(y).

Conhecido o sinal de F(z), como dado no
exercicio anterior:

(a) determine os pontos onde A(y) n3o estd
bem definida;

(b) resolva a equagdo A(y) =0;

(c) determine os pontos onde A(y) > 0;

(d) descreva o quadro de sinais de A(y);

(e) dé& exemplo de uma expressdo F(x) como
no exercicio anterior e construa a correspon-
dente expressdo A(y).

Repita os itens (a), (b), (c) e (d) do exercicio
15 trocando z por 1/y.

Repita os itens (a), (b), (c) e (d) do exercicio
15 trocando x por 1/y?.

Considere a expressdo F(z) dada no exercicio
14.
(a) Resolva as equacdes:
(i) F(y* = 1) =0;
(i) F(y>? = 1) x Fly+2)=0.
(b) Estude o sinal e o dominio de definicdo de
(i) F(y> —1);
(i) F(y? = 1) x F(y +2).

Repita os itens (a), (b), (c) e (d) do exercicio
15 agora trocando = por y2 — 2y — 3.
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Resolucao de
iInequacoes

Uma inequagdo é uma desigualdade na qual figura uma incégnita. Resolver uma inequag¢do em
R é encontrar os valores reais da incégnita que satisfazem a desigualdade. O conjunto formado
por esses valores é chamado conjunto solucdo da inequacio e serd frequentemente denotado
pela letra S. Nesse texto estaremos interessados em resolver inequagdes a uma variavel real.

1 Um exemplo modelo

Como resolver a inequacdo x> —2x < 27
Passando o segundo membro para o primeiro (e trocando o sinal) a questdo se resume a:
Como resolver a inequacdo x> —2x —2 <07
Para responder essa quest3o, basta saber onde a expressio z2 — 2z — 2 é negativa. Mas

isso é exatamente o que aprendemos fazer na licdo anterior. Na pagima 220, fizemos um estudo
do sinal da expressio 2 — 2z — 2, exibido no quadro abaixo:

+t++++r+++ 0 - O +++++

1-v3 1+V3 x? — 2 —2

Concluimos entdo que:

=2 -2<0 << ze(1-V3,1+V3).



Licao 12 Secao 1: Um exemplo modelo

Equivalentemente,
-2 <2 = ze€(1-V3,14+V3)
resolvendo assim a inequacdo proposta.
De fato, de posse do quadro de sinais de 2 — 22 — 2 podemos concluir que:
22 —20-2<0 < zc[1-V3,1+V3];
22 =20 -2>0 <= z€(—00,1—V3)U(1+V3,00);
22 =20 -2>0 <= z€(-00,1—V3]U[1+V3,00).
Equivalentemente,

P —20<2 = zc[l-V3,1+V3]
22 —20>2 = x€(—00,1-V3)U(1+V3,00)
22 —20>2 = x€(—00,1 -V3]U[1+V3, 00).

Em resumo, para resolver uma inequacao, seja la qual for o sinal da desigualdade, devemos
seguir os seguintes passos:

1 Passo 1:
Transponha o membro da direita para a esquerda (trocando o sinal) reduzindo a
inequacdo dada a uma inequagcdo com o membro da direita nulo. O membro da
esquerda dessa nova inequacgado é dito expressdo associada a inequagao.

1 Passo 2:
Determine o dominio da expressao associada a inequacao.

= Passo 3:
Determine onde essa expressao se anula.

= Passo 4:
Avalie essa expressao nos pontos necessarios para conhecer o seu sinal.

@ Nota: Estamos assumindo que podemos aplicar a regra fundamental enunciada na
licdo anterior, ou seja, que a expressao associada a inequagdo varia continuamente
em seu dominio de definicdo .

Exemplo

. . 2-z
# Para resolver a inequacao

> 1 seguindo a proposta acima, comegamos com O primeiro passo:

2—x 2—x
>1 <

—-1>0.
T
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Secao 2: Equacoes e inequacdoes com maédulo

Assim, para resolver a inequagao inicial precisamos analisar do sinal da expressao

= A expressdo acima sé ndo estd bem definida

para z =0;
w Em © =R — {0} temos:

2—x 2—x

—1=0 <=

T

T

x—l:

dominio de

Portanto, a expressao em estudo sé se anulaem x =1.

Essa expressdo varia continuamente em seu dominio de definicdo. Assim, para determinar seu sinal,
podemos aplicar a regra fundamental vista na licdo anterior:

1w Teste de sinal em (—o00,0):
Em 2 =—-1¢€ (—00,0) temos:
2— 2+1
x 1} 2+
rx=—1

T -1
1 Teste de sinal em (1,00):
Em 2 =2¢€(1,00) temos:
2—z } 2-2
-1
=2

T 2

Agora, de posse da andlise de sinais podemos concluir que

2—x
T

>1

=2 1=-<o0

=2 1=-1<0

(=)

— T

(=)-

1w Teste de sinal em (0,1):

Em 2=1/2€(0,1) temos:

2 - 2—(1/2
x z=1 1/2
,,,,,,, nd++++++077775inalde
0 1 2;171

<~ =z€(0,1].

2 Equacoes e inequacoes com maddulo

Na secdo anterior aprendemos como resolver uma inequacgao utilizando o estudo de sinais da
expressdo associada. Veremos agora que essa técnica pode ser muito util na resolugdo de
equacdes e inequacdes envolvendo expressdes com mddulo. Comegamos com uma equacgio,
semelhante aquela estudada na pagina 214, onde tivemos dificuldade de encontrar suas solugdes,

usando a técnica la apresentada.

Exemplo

# Vamos resolver a equacdo |z|+1=|z+1].

Faremos isso, usando o estudo do sinal das
parcelas © e = 4+ 1, o qual é mostrado no
quadro ao lado.

Podemos ent3o concluir:

________ 0 ++++++ sinal de

0 T
————0 ++++++++ + sinal de
-1 x+1
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1=y

Para x € (—oo0,—1] a equagio inicial tem a forma:
—zr4+1l=—(x+1) <= 1=-1.

Logo, a equagdo inicial ndo tem solugdes nesse intervalo.
Para z € [-1,0] a equacdo inicial toma a forma:
—x+l=2+4+1 <+ 2r=0 <+ x=0.
Portanto, =0 € [-1,0] é solugdo da equagio inicial.
Para x € [0,00) a equacio inicial tem a forma:
r+1l=z+1.

Consequentemente, todo ponto do intervalo [0,00) é solugdo da equagdo.

Finalizando, concluimos que o conjunto solugdo da equagdo inicial é: S =[0,00).

# Usando a andlise de sinais do exemplo anterior podemos resolver a inequa¢do 2|z|+ 3 > |z + 1] da
seguinte forma:

=

Para x € (—oo0,—1] a inequagdo inicial toma a forma:

243> —-(x+1) <= —-z>-4 = z<4.

Logo, todos os pontos do intervalo (—oo,—1] sdo solugBes da inequagio inicial pois todos os

pontos desse intervalo sdo menores do que 4.

@ Note que os pontos do conjunto (—1,4) estdo fora da regido onde estamos analisando a

inequagdo, isto é, fora do intervalo (—oo,—1].

Para x € [-1,0] a inequacio inicial toma a forma:

2r+3>z2+1 = 2>3r = 2>z

2
r<3.

Novamente, todos os pontos do intervalo [—1,0] s3o solugdes da equac3o inicial.

@ Note que os pontos do conjunto (0,2/3) estdo fora da regido onde estamos analisando a

inequacdo, isto é, fora do intervalo [—1,0].

Para z € [0,00) a inequacdo inicial tem a forma:
20 4+3>x4+1 <= zx>-2.

Consequentemente, todo ponto do intervalo [0,00) é solugdo da inequacido inicial.

Finalizando, concluimos que a desigualdade 2 |z| 4+ 3 > |z 4 1| é verdadeira para todo = € R.

Exercicios resolvidos

1. Resolva a inequacdao 2z +1 < 0.

reta.

Para isso precisamos estudar o sinal da expressdo associada a essa inequagdo, ou seja, o sinal
de 2x + 1 a qual é uma expressdao que varia continuamente em seu dominio de definicdo que é toda a

Estudando o sinal de 2x +1:
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15 Resolvendo a equacdo 2z +1=0: —
20 +1=0 <+ z=-1/2. v dominio de
Portanto, a expressdo associada se anula ape- —% 2z + 1
nasem z =—1/2.

1z Teste de sinal em (—oco0,—1/2): 1z Teste de sinal em (—1/2,00):

Em 2 =—-1€(—00,—1/2) temos:
20+1] _  =2x(-1)+1=-1<0(-).

Em 2 =0¢€(—1/2,00) temos:

Finalizando o estudo de sinais temos a tabela
ao lado. Assim, concluimos:

2r+1<0 <= z€(—00,—1/2).

20+1] _ =2x0+1=1>0(+).
_______ 0 44 4++++ sinal de
—% 2z 41

@ Nota: Fazendo o gréfico da expressdo 2z + 1 ou usando as propriedades da relagcdo de ordem " <",
poderiamos, facilmente, descobrir onde ela é negativa. No entanto, o objetivo desse exercicio é exibir
a aplicacdo da técnica que acabamos de aprender, numa situacido bastante elementar.

. Resolva a inequacdo xz(4 — ) < 3.

Devemos ent3o resolver a inequa¢do (4 —xz) —3 < 0. Para isso, temos que fazer o estudo

do sinal da expressdo associada: x(4 —z) — 3.

Estudando o sinal de x(4 — x) — 3:

i Resolvendo a equagdo z(4 —x) —3=0:
r(4d—2)-3=0 <= 4dx—-2°-3=0

— 22—42+3=0

= (@-2P-443=0 <= (z—-2)2=1

= zr—-2==£1

<— =3 ou z=1.

Portanto, a expressdo em estudo se anula so- 0 0 dominio de
menteem: 1 e 3. 3 z(4—x)—3
1w Teste de sinal em (—o0,1): 1w Teste de sinal em (1,3):

Em 2 =0¢ (—o00,1) temos:

w(d—a)=3] _,=-3<0 (-).

Em 2 =2¢(1,3) temos:
z(d—x)=3] _,=1>0 (+).

1w Teste de sinal em (3,00): }
Em 2 =4€(3,00) temos: | ZZ------ Coapppry @ oo - e
r(4—x)-3] _,=-3<0 (-). 1 3 z(4—1z)—3

Feito o estudo dos sinais, concluimos: (4 —xz) —3 <0

Dito de outra forma,

— z€(—00,1]U[3,00).

x(d—2)<3 <= ze(-00,1]U[3,00).
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3. Resolva a inequacdo z(2x — 1)(2 —z) > 0.

Para isso, devemos fazer o estudo do sinal da expressdo associada: z(2z —1)(2 — z).

Estudando o sinal de x(2x — 1)(2 — z):

15 Resolvendo a equagdo z(2x —1)(2 —x) =0:
(2 —-1)(2—-2)=0 < =z=0 ou z=1/2 ou z=2.

Portanto, a equacdo associada sé se anula 0 o 0 dominio de
em §={0,1/2,2}. 0 1/2 2 p2e-1)(2-2)

Estamos diante de uma expressdo que varia continuamente. Assim, podemos estudar seu sinal,
fazendo:
1w Teste de sinal em (—o00,0):
Em 2 =—-1¢€ (—00,0) temos:
r(2e—1)2-2)] __ =(-1)(-2-1)(2—-(-1)) = =(=3)x3=9>0 (4).
= Teste de sinal em (0,3 ):
Em z=1€(0,4) temos:

2= DE-2)],_,,=3ex - D@-DH=txE-E-H=-txix} ()

= Teste de sinal em (3,2): 1z Teste de sinal em (2,00):
Em z=1€(1,2) temos: Em 2 =3¢ (2,00) temos:
e(2e—-1)2-x)] _, =1x(2-1)x(2-1) w(20—1)(2—x) ] _, =3x(2x3-1)x(-1)
=1 (+) =15 ()
.Consequﬂenjce.m.erI]tle,So conjuntc(;) soluc;léozda - 9 L 9 P 9 _____ sinal de
inequagdo inicial ¢ S = (—00,0)U(5,2). 7S 1 2 2 oD )
Ouseja: z(2z—1)(2—2)>0 <= =z€(-00,0)U(3,2).
- A - . ~ . ~ 1 =41
4. Utilizando a técnica de andlise de sinais de expressoes, resolva a inequacao — > e
0
Temos que:
1 x+1 1 z+1
- > = - - >0.
r xT+2 r T+2
Para resolver a inequacdo acima, passemos a andlise de sinais da expressao
1 1
it (12.1)
r T+2

= Dominio da expressao:
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A expressdo (12.1) s6 ndo estd bem definida em =0 e em z = —2. Assim, seu dominio é:
(700572) U (72,0)U(0,OO)

e o diagrama associado é mostrado a seguir.

nd nd dominio da expressdo
—2 0 1 z+1
i x+2

s Zeros da expressao:

Simplificando a expressdo (12.1) para x # 0, —2 obtemos:

I z+1  z+2 rx+1) x+2-22-2 222 (V2 —2)(vV2 + )

v x+2 x@+2) z(r+2) z(z+2) x(r+2) z(x +2)

Concluimos entdo que a expressdo (12.1) se anula quando, e somente quando, = = ++/2. Temos assim
o seguinte quadro de informagdes sobre a express3o.

nd 0 nd 0 Dominio e zeros de
-2 —\/E 0 ﬁ 1 z+l
x x+2

w Andalise do sinal da expressao:

A express3o (12.1) é uma expressdo que varia continuamente em seu dominio de definicdo. Temos assim,
a seguinte conclusdo sobre seu sinal:

o Teste de sinal em —3 € (—00,—2):

1 z+1 1 —3+1 1
f— :—7—2 J—
3”352 3 2<0()

r x+2

r=—-3

e Teste de sinal em —3 € (=2, —V/2):

1 z41] R U 725 S SRR
o w2, 45 3/2 =3/2+2 3
e Teste de sinal em —1 € (—v/2,0):

1 x+1] -1+1

- - =-1- =-1<0 (-
T xT+2),_ 4 —-1+2 (=)
e Teste de sinal em 1€ (0,v/2):

I z+1] 1+1 2

- —1-——1-Z>0

T xT+2],4 142 3 (+)
e Teste de sinal em 2 € (v/2,00):

1 z+1] 1 2+1 1 3 2 3
c w+2),., 2 2+2 2 4 4 4
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Temos assim, o seguinte quadro de sinais para a expressdo (12.1):

——nd+++ 0 ————— nd+++++ 0————— sinal de
_2 NG 0 NG 1 _ a1
x 42
Dai, concluimos que:
1 z+1 1 r+1
- > = - - 0 < =ze€(-2,-v2)U(0,Vv2
T T+ 2 r x+2 € ( \[) ( f)

r=—4

i Teste de sinal em (—3,—1):

29
. Resolva a inequacao >0
1— |z
% —
Para isso, vamos analizar o sinal da expressao ﬁ a qual varia continuamente em seu
— |T
dominio de defini¢do.
2
. ¢ =9
Estudando o sinal de ———:
1—|z|
= A expressdo s6 ndo estd bem definida para:
1-jz|=0 <= |z|=1 <<= x==1.
1= A expressao se anula quando:
?2-9=0 < 22=9 <+ z=43.
1w Teste de sinal em (—o0,—3):
Em z=—-4€ (—00,—3) temos: 0 nd nd 0 sinal de
P-9] (429 _ 7 5 5
] =1 =a 3 ) (e ~4)/(1 — [a])

i Teste de sinal em (1,3):

Em 2 =-2¢€(-3,—1) temos: Em 2 =2¢(1,3) temos

2?2 -9 (-2)2 -9 22— 9] 22 -9
) e g ) Ll P )

1 —fa] ] 1—]-2| P

r=—2
i Teste de sinal em (—1,1):

Em z=0¢€(—-1,1) temos:
1 02-9

L—lz| ],

Finalizando o estudo do sinal:

Conclusio:

=1 =Y )

i Teste de sinal em (3,00):

Em 2 =4 € (3,00) temos
22 -9 _42-9 7 (=)
L—la||,_, 1-4 3 '
———-0 +++ nd—-——-—nd +++ 0 ———  sinalde
-3 -1 1 3 (2 —4)/(1 — |=|)
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@ Nota: Se estivéssemos mais atentos poderiamos ter tido menos trabalho!! Note que a expressdo tem
simetria em relacdo a origem, ou seja, assume os mesmos valores em pontos simétricos em relagdo a
origem. Isso significa que conhecendo o sinal da expressao a esquerda da origem, também o conhecemos
a direita e vice-versa.

6. Determine o dominio das expressoes:

(a) Va2 —3 (b) /a2 — i .

Passemos a andlise de cada uma delas.

(a) Nesse item o radicando 2? — 3 (que estd bem definido para todo ndmero real) assume valores
positivos, nulos e negativos. No entanto, o indice da raiz é trés (impar) e, consequentemente, a raiz faz
sentido qualquer que seja o sinal do radicando. Assim, o dominio da expressdo é todo o conjunto dos
ndmeros reais.

(b) Nesse item a raiz tem indice par (no caso, 2) e portanto a express3o s estard bem definida quando
o radicando for maior ou igual a zero, i.e. quando

1
22— =>0. (12.2)

8

Assim, o dominio da expressdo do item (b) é o conjunto solugcdo da inequagdo (12.2), cuja expressdo
associada é 12 —1/z. Trata-se de uma express3o que varia continuamente em seu dominio de defini¢do.

Estudando o sinal de x? —1/x:

1w Essa expressdo estd bem definida para = € R — {0}.

1= Resolvendo a equagdo z2 — 1/ = 0:

2 1 2 1 3
r ——=0 <= zr=- << zr=1 <— x=1.
X X

Portanto, a expressdo z2 — 1/x se anula apenasem z = 1.

nd 0 dominio de
0 1 22 —1/z
i Teste de sinal em (—o00,0): 1w Teste de sinal em (0,1):
Em z=-1¢€ (—00,0) temos: Em 2=1/2€(0,1) temos:
1 1 1 1
2 2 2 2
- — =(-1)"-1/(-1)=2>0 . —— =(1/2)——==--2<0(—).
AT i (e R B I N P =g =<0
1z Teste de sinal em (1,00):
Em 2 =2€(1,00) temos: b t4ag e nd_ 0 4. sinalde
x2—1} =22 -1/2>0 (+). 0 1 @ =1 ffm
T Jp=2
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Licao 12: Exercicios resolvidos

Assim, concluimos: 22 —1/x >0 <= 1z € (—0c0,0)U[1,00). Consequentemente, o dominio da
expressao

1
22— — éoconjunto (—o0,0)U[1,00).
x

1 1
7. Resolva a inequacao 1 — — < —.
2 T

1 ., ,
Consideremos a expressdo associada: 1 — — — —. Seu dominio é o conjunto R — {0}.
€T €T
- 1 1
s Resolvendo a equagdo 1 — — — — =0.
x x

Para z # 0, temos:

1 1 21—
1o 2o e T TiTT g = 2?-zx-1=
2 oz 2
= ( 1)2 ! 1=0 < ( 1>2 >
—_ — - - — — €Xr — — = —
*T9) 71 2) T 1
1 V5 1 V6 1++5
T 2 T2 2
Portanto, a expressdo associada sé se anula 0 nd 0 dominio de
em: %e%. 1-VB 0 1435 111
2 2 z2 z
= Teste de sinal em (— oo, 1’2‘/5) :
Para z=—1¢ (—00,1’2‘/5) temos:
1 1 1 1
1 — — = =1- ———=1-14+1=1>0 (+).
x? w]x—l (=1 (=1

15 Teste de sinal em ( 1-v5 7()) :
Para = = —% € (1_2‘/5,0) temos:
1_i_l 1 o1
(=1/2)  (=1/2)

=1- —1-4+2=-1<0(-).

2 ]
x T lg=—1/2

= Teste de sinal em (0, 1+2\/5) :

Para x=1¢ (O,HT‘E) temos :

1 1
1——] =1-1-1=-1<0(-).
r=1

2 oz

1w Teste de sinal em (% ,00)
5

Para v =2 ¢ ( 1+2‘f ,00) temos:

1 1 1 1
- = ——| =l-—-=1--—>===>0(+).
2 x L—z 22 2 4 2 4 (+)
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Finalizando, podemos afirmar que

e 1-+1 1oy = {1_\/5,0>U(0,1+\/5].

2 oz~

1

1—x2

<

S

T — 2 3
. Utilizando a técnica de analise de sinais de expressoes, resolva a inequacao Z3 5
— 2z
Temos que
T —2 S 3 T —2 3 >0
r — 3-2x T 3—2x —
Para resolver a inequagao acima, passemos a analise de sinais da expressao
r—2 3
— . 12.3
T 3—2z ( )

= Dominio da expressao:

A expressdo (12.3) s6 ndo estd bem definida quando = 0 ou quando x = 3/2. Assim, o dominio
dessa expressao é:
(—00,0)U(0,3/2)U(3/2,00)

e o diagrama associado é mostrado a seguir.

nd nd dominio da expressdo
0 3/2 z=2 _ _3
a 3—2zx

= Zeros da expressao:

Simplificando a expressdo (12.3) para = # 0 e x # 3/2 obtemos:
x—2 3 (z-2)(3-22)—-3z —22*+4z-6 2 (2% — 27+ 3)

r  3—2x x (3 —2x) T 2(B-22)  z(3-22)

2

Por outro lado, sobre o discriminante da expressdo == — 2x + 3 temos que:

A=4-4%x3<0.

2

Isso nos garante que x° — 2x + 3 nunca se anula.

Podemos entdo concluir que a expressdo (12.3) nunca se anula em seu dominio de defini¢c3o.

w Andlise do sinal da expressdo:

A expressdo (12.3) é uma expressdo que varia continuamente em seu dominio de definicdo. Temos assim,
a seguinte conclus3o sobre seu sinal:
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o Teste de sinal em —1 € (—00,0):

z—2 3 -3 3 3
- S - PN
x 3—2x],_ , -1 3+2 5> (+)
e Teste de sinalem 1€ (0,3/2):
z—2 3 ] 3
- = 1--2 = 4<0 (-
x 3—2x |, 4 3—2 <0 )
e Teste de sinal em 2 € (3/2,00):
Tz —2 3 ] 3
- = =35>0
T 3—2x |, _, 3—4 >0 (+)

Temos assim, o seguinte quadro de sinais para a expressdo (12.3):

+++++++ nd ——————— nd +++++++ sinal de
0 3/2 =2 _ _3
T 3—2z

Dai, concluimos que:

T —2 3 T —2 3
> > <— —00 2,00
Y Z3_9r - 3—2m_0 x e ( ,0)U(3/2,00)

o que finaliza a solucdo da quest3o.

. Resolva a equacdo |2 — 1| + 2z = |2z + 1| — z2.
Para isso vamos usar as in- | ——— — 04+ ++++4 sinalde
formacdes sobre o sinal das expressdes x2—1 7% 2 + 1
e 2x+1 e><|b|da.s no quadro ao lado. Agora, L4444 0 ———— O 444 sinalde
podemos concluir: ; ; >
-1 1 z2 —1

1w Para x € (—oo,—1] a equacio inicial tem a forma:
?—14+2r=—-2z+1)—2? << 22?+4r=0 <= 2uz(zx+2)=0.
Como 0 ¢ (—o0, —1], concluimos que a equacgdo inicial tem apenas a solugdo 2 = —2 no intervalo
(—o0,—1].
w Para z € [—-1,—1/2] a equagdo inicial tem a forma:
(- +2r=-22+1)—2? = dr=-2 <+ x=-1/2.
Nesse caso temos apenas a solu¢do x = —1/2 no intervalo [-1,-1/2].
w Para z € [—1/2,1] a equag3o inicial tem a forma:
—(@® - +2r=20+1-2> +— —2?+1+2z=20+1-2°.
Segue dai que todos os pontos do intervalo [—1/2,1] sdo solu¢des da equago.
w Para 2 € [1,00) a equagdo inicial tem a forma:
22 —14+2r=22+1-2° = 2?2=2 +—= z2=1.
Como —1¢ [1,00) segue que a equagdo tem apenas a solucdo = =1 no intervalo [1,00).
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Finalizando, concluimos que o conjunto solu¢do é: & = {-2}U[-1/2,1].

10. Para cada numero real = defina

z+3 quando = > —4
(@) = || quando = < —4.

(a) Calcule {(—4),(2) e (—5);

(b) Resolva a equacdo (2z) = 6.

(a) Segue da defini¢do de (x) que:
o (—4)=—-4+43=—-1 pois —4 > —4;
e (2)=2+3=5 pois 2> —4;
e (=5)=|—-5/=5 pois =5 < —4.
(b) Para resolver a equagdo (2z) = 6 devemos considerar dois casos.

Casol: 2z > 4 <+— x> -2.

Nesse caso, a equacdo (2z) = 6 toma a forma:
2e+3=6 <<= 2z=3 <= z=3/2.
Assim, a tnica solu¢do de (2z) =6 em [-2,00) é 3/2.

Caso 2: 22 <-4 <+— x<-2.

Nesse caso, a equagdo (2x) =6 toma a forma:
2] =6 <= |z|=3 <— x=43.

Logo, a Unica solugdo de (2z) =6 em (—o0,—2) é —3.

Mostramos assim, que (2x) = 6 tem exatamente duas solu¢do, a saber: 3/2 e —3.

11. Resolva a inequacdo |2z + 1|+ |z — 2| > =.

Comegamos, resolvendo a equacgdo associ-
ada |2z + 1| + |x — 2| = z. Para isso, vamos usar a
distribuicdo de sinais das expressdes 2z — 1 e = — 2
para eliminar o médulo e resolver a equacio. )
Da tabela de sinais ao lado concluimos que: —-1/2 2z + 1

__________ 0 ++ -+ ++ sinal de
é r—2
————— 0 +++++++++ sinalde

1w Para x € (—oo,—1/2] a equagdo associada |2z + 1|+ |z — 2| — z = 0 toma a forma:
—224+1)—(z-2)—2z=0 <= 4dx=1.
Como 1/4 ¢ (—oo0,—1/2] segue que essa equagdo associada ndo tem solugdes em (—oco,—1/2].
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wr Para z € [—1/2,2] a equacdo associada toma a forma:

2r+1—(z—2)—2=0 <= 3=0 ouseja, a equagdo ndo tem solugdes em [—1/2,2].
w Para x € [2,00) a equagdo associada toma a forma:

2e+1l+z-2-2=0 <— 2r=1 = zx=1/2.

Novamente, a equacdo associada ndo tem solucdes em [2,00).

Portanto, |2z + 1| + | — 2| — « nunca se anula. Para conhecer o seu quadro de sinais, basta avalia-la
em x = (0 ja que trata-se de uma expressdo que varia continuamente em toda a reta. Nesse caso temos:

Re+1+|z—-2 -2 70:|2><0+1|+|0—2|—0:3> (+).

Consequentemente,
2z + 1|+ |z —2| —2 >0 paratodo z real.

Dito de outra forma,
|2 + 1|+ |z — 2| > = para todo =z real.

Considere a expressio 2 — |z — 2x2|.

(a) Esboce o grafico;

(b) Determine o maior e o menor valor que essa expressdo assume no intervalo [—1,1].

(a) Para esbogar o gréfico dessa expressdo vamos estudar o sinal de 2 — 222 a fim de eliminarmos o
médulo.

Temos que: 7 —212=0 <= 2(1-22)=0 <= 2=0 ou x=1/2.

Como o coeficiente do termo do segundo grau winal de
na expressio x — 2r? é negativo, resulta quea | ——--—— O ++++++ 0 - —-
distribuicao de sinais dessa express3o é o exibido 0 1/2 z — 202

na figura ao lado.
Passemos agora a anélise dos seguintes casos.

Caso 1: z€ (—00,0]U[1/2,00).
Nesse caso a expressio 2 — | — 222%| toma a forma:
2—|r—22% =2+ —22%) =222 +2+2=—(222 —2 —2)

:—[Q(x—i)Q—%—Q}:—2(9&—%)2—1-%7. (12.4)

Sabemos que o grafico da expressdo em (12.4) é o da pardbola que

e tem a reta de equagcdo x = 1/4 como eixo de simetria;

e assume 17/8 como seu maior valor;
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e e se anula em

T4 s T 1) T e TiT T T

Conseqiientemente, o grafico da expressdo 2 — |z — 2x2| coincide com o da pardbola acima descrita no
conjunto (—o00,0]U[1/2,00).
Note que 0 e 1/2 sdo simétricos em relagdo a 1/4. Além disso, temos que

1+ V17 c

5 € (=00,0]U[1/2,00).

Caso 2: z€[0,1/2].

Nesse caso a expressio 2 — |x — 22?| toma a forma:

2 2 2 12 1
2 Jo—22=2—a+2% =2 —x—|—2:2(x—1) — 542
12 15
:2( —7) =2 12.5
T 1 +8 ( )

Portanto, o grafico da expressdo em (12.5) no intervalo
[0,1/2] coincide com o da pardbola que:

e tem a reta de equagdo = = 1/4 como eixo de simetria; 2e?rd
TrT —x

e assume 15/8 como seu menor valor; 24 —222
e e nunca se anula.

Na figura ao lado o grafico esbocado em linha continua é o
grafico da expressdo em estudo, enquanto que em linha pon- Y 1 =
tilhada s3o mostradas as partes restantes das parabolas que 2
usamos para compor o grafico da expressdo 2 — |z — 2z2|.

(b) Para responder o item (b) basta observa o gréfico ao lado eixo de simetria das parabolas
no intervalo [—1,1].

e O maior valor é assumido na origem e no ponto 1/2 e vale 2 ji que:
2+ 7 - 2x2]z:() =2=2+z- 21‘2}:1;:1/2
e O menor valor é assumido em —1 e vale

24+x-222]  =2-1-2=-1.

13. Considere a expressio 2|z — 1| — (= — 1)2.

(a) Esboce o grafico;

(b) Determine o maior e o menor valor que essa expressdo assume no intervalo [—1,3] e
em quais pontos desse intervalo esses valores sao assumidos.
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(a) Para esbocar o grifico dessa expressdo vamos estudar o sinal de @ — 1 que é de ficil descri¢c3o:

e z—1>20 <— x>1;

e r—1<0 «—= x<1;

Passemos entdo a andlise dos seguintes casos.

Casol: =z>1.

Nesse caso a expressio 2|z — 1| — (z — 1)? toma a forma:

2l — 1| —(z —1)* =2z —-1)—(z - 1) =(z-D2—(z -] =(z - 1)(3—2). (12.6)

Sabemos que o grafico da expressdo em (12.6) é o da pardbola que

e tem coeficiente do termo de segundo grau negativo;
e seanulaem z=1eem = 3;
e tem a reta de equacio x = 2 como eixo' de simetria;

e assume seu maior valorem x =2 e tal valor é 1.

Assim, o gréfico da expressio 2|z — 1| — (x — 1)? coincide com a pardbola acima descrita em [1,00).

Caso 2: z<1.

Nesse caso a expressio 2|z — 1| — (z — 1)? toma a forma:

2l —1|—(z -1’ ==2@-1)-(z-1)2=-(@z-1)2+2-1)=—(z—-D)(z+1). (12.7)

Sabemos que o gréfico da expressdo (12.7) é o da pardbola que

e tem coeficiente do termo de segundo grau negativo;
e seanulaemz=1eem x=-1;
e tem a reta de equagcdo x = 0 como eixo de simetria;
e assume seu maior valor em z =0 e tal valor é 1.
Na figura a seguir, superpomos as duas parabolas. O grafico esbocado em linha continua é o grafico da

expressao em estudo, enquanto que em linha pontilhada sdo mostradas as partes restantes das pardbolas
que usamos para compor o grafico da expressdo 2|z — 1| — (z — 1)2.

! embrese que as raizes s3o simétrica em relacdo ao eixo de simetria.
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~

eixos de simetria das pardbolas

(b) Para responder o item (b) basta observa o gréfico acima em [—1,3].

e O maior valor é assumido na origem e no ponto 2 e vale 1 ja que:

2z — 1] — (x — 1)2|z:0 =1=2z—1]— (z—1)?

e O menor valor é assumido nos pontos —1 , 1 e 3 e vale zero.

r=2
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. Use a anélise de sinais de expressdes do primeiro

e do segundo graus para resolver as seguintes
inequagoes:
()22 —-4<5
(c) ¥ +5 <4y

(b) 22 —1>4
(d) y? < 18y — 77.
Resolva as inequacdes:

(a) y* <18y* — 77
(b) z — x < 4.

. Use o estudo do sinal do trindmio do segundo

grau para resolver as inequagdes.
(a) 222 —2 <3

(b) x <a?—1
(c)x—222 >3z -2

(d) 2% — 2% > 3z.

. Analize o sinal das expressdes e resolva as ine-

quagoes dadas:
(@)lx—3|—2 e |z—3]—-2<0

b)|[d—z|—z e |[4—z| >z
() [lz+8—z| e |[[z+8—z| <0
(d) 2% — |z| e 22 > |z].

Resolva as inequagoes:

(@) z(2—2x) > =

(b) w(x +1) <22

(©) (- 1@ —4) <4z — 1)
(d) z(z - 1)1 +2°) <z(z-1).

. Quantas soluc¢des inteiras as inequacdes do exer-

cicio anterior admitem ?

. Analise o sinal das expressoes associadas as ine-

quagdes a seguir e resolva essas inequagoes:
L
I
(1<
z+1 1
(d) 22-1-" z-1

Resolva as inequagdes:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) V222 -9 <=z

(b) V222 —9 > x?

(c) Va2 =3z >2x -5

(d) vV3—2z <3—+v2x+2

Resolva a inequagao

vr—3>2—+/8x+1.

Resolva a inequacio

VI+1+V2—z>V2r+4.
Resolva a inequacio
Vat+z—2<uz.
Resolva a inequagao

Vo2l +x -2 <zx.

Resolva a inequagdo

18 — 15z
-6< ———.
2 4+ 2x —3
Determine os pontos da reta cujo quadrado da
sua distancia ao ponto 1 é menor do que o dobro
da distancia ao ponto 3.

Determine os pontos da reta cujo quadrado,
transladado de 5 é menor ou igual ao triplo de
sua distancia ao ponto 1.

Determine os pontos da reta cuja raiz quadrada
do seu transladado por 3 é maior do que a
distancia da raiz quadrada desse ponto ao ponto
1.

Em cada item determine os valores de x para os
quais temos:

@zx<2z—-1<|z|+1
b)yr+1>22-22>1

(c) Va2 —x > 2z — 1> 2%/2.



18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

Licao 12: Exercicios

Deseja-se construir un tridngulo com lados z,
z+1 e x+2 onde z € (0,00). Pergunta-se:
quais valores o pardmetro = n3o pode assumir?

Lembre-se que trés reais positivos sdo medidas
dos lados de um triangulo se, e somente se, um
deles é menor que a soma e maior que a diferenca
dos outros dois. Aqui estamos entendendo que a
diferenca se refera a:

niimero maior - ndmero menor.

Veja no Apéndice B como vizualizar geometrica-
mente este resultado.

Use a técnica de completar quadrados para mos-
trar que:

(a) 23 + 2%+ > 3x/4 quando = > 0;
(b) 23+ 22 + 2 < 3z/4 quando z <0.

Mostre que (22 —z + 4)(z% + 4z +5) > 1.

Mostre que a soma de um nimero real positivo
com seu inverso ndo pode ser menor do que 2.

Resolva as seguintes equacgdes:
@) lz—1—z=|2z+1]

(b) 22 — 2|z — 1| =2

(c) |z% —2z| =2z + 1

(d) |22 =3z — 1| = |1 — 22| + 1.

Use o exercicio anterior e resolva as seguintes
inequagoes:

(@) |z —1| —z < |22 + 1]

(b) 22 — 2|z — 1| > 2

(c) |22 —2z| <2z +1

(d) |22 =3z — 1| > |1 — 22| + 1.

Faca o gréfico de cada uma das expressoes:
(@) |z| = 5+ 22 -5 -3

(b) 22 — 2|z — 1| + 2

(c) |22 — 22| — =

(d) |22 = 3x| — |1 — 2| — 1.

Resolva as seguintes equagdes:

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Resolva as inequagbes a seguir usando a técnica
de anélise de sinais. Nos itens abaixo as ex-
pressOes associadas as inequagdes, variam con-
tinuamente em seus respectivos dominios de de-
finicdo.

(a)| 2|—i—|1 2z <1
2 — ||
b 1
(b) x? = 2|z — 1| >1
()
|2 — 22| ~ 2241

Determine o dominio da expressio FE(z) e os
pontos onde ela se anula:

x? — x| —2
Ba) =y 2222 g
(z) 2 |z — 2]

A expressdo definida no exercicio anterior varia
continuamente em todo o seu dominio de de-
finicdo. Dé a distribuicdo de sinais dessa ex-
pressao.

Esboce o gréfico da expressdo E(x) definida por:

2r+1 quandoz >0
E(x) =
1 quando z < 0.
Esboce o grafico de
quando z <0

E(z) := {1 -

x+1 quandoz >0.

Considere a expressio

quando z <1
quando z > 1.

(a) Calcule E(—1), E(0), E(1), E(2);
(b) Esboce o grafico dessa expressio.
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Poténcias

Nessa licdo vamos relembrar a noc3o de poténcia de niimeros reais. Uma poténcia serd entendida
- b ) A
como uma expressdo da forma @~ onde a é a base da poténcia e b o expoente.

1 Expoentes inteiros

Dado um nimero real a qualquer temos:

a =a , o ..
9 Isto é, para cada inteiro positivo n
a“:=axa
a3 =aXaXa n
_ _ a’ :=axaX---Xaq
e assim sucessivamente. ~~
n fatores a

Quando a # 0 definimos a® := 1. No entanto, ndo definimos a poténcia 0°.

< 1 . .
Se a # 0 entdo' a" # 0. Nesse caso, —- estd bem definido e o denotaremos por a™".
a

Precisamente, dado um nimero real a 7% 0 temos:

s P Isto é, para cada inteiro positivo n
a a? '’ a3
: : |
€ assim sucessivamente. a = F

!lsso segue do seguinte fato: se um produto de n ndmeros reais se anula ent3o pelo menos um dos fatores
se anula. Estudamos essa propriedade na pagina 74.
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Repare que as igualdades do quadro anterior ndo fazem sentido quando a = 0. Isso significa
que 071 072,073, ... n3o estdo bem definidos. No entanto, 0' ; 02 ; 0% ; --. e assim
sucessivamente, estdo bem definidos e valem zero.

Exemplos
# 31 =3x3x3x3=8l # (-1)?=-1 e (-1)'%=1
% 10% = 10 x 10 x 10 = 1000 % 0,2° =0,2 x 0,2 x 0,2 = 0,008
# (—m)il=-71 e 7wl=nm #0O=0x0x0x0x0=0
1 1 11
#1072 — = —— w372 — _ =
10 ~ 10000 3279
1 1 1
% (— -1 = = —— * —3_4: = —
(=) (—m)t -7 T (=3) (=3 81

2 Expoentes racionais

. N m 1
Vamos agora revisar as poténcias da forma a™ onde m,n € Z*. Comecemos com a7? onde
n > 2. Ela é dita raiz n-ésima do nimero a e também é denotada por {/a. Nesse caso,
dizemos que a é o radicando e n é o radical ou indice da raiz.

2.1 Raizes

Antes de definir raiz de um nimero real relembramos que elas se enquadram em dois tipos
distintos:

1 raizes de indice impar como /a , Va, Va, Ja, Va, ...

que podem ser extraidas qualquer que seja o ndmero real a;

55 raizes de indice par como \a , Va , Ya, Ja, VYa, ...

que s6é podem ser extraidas quando a > 0.

Raizes de indice impar.

Dado um nimero real a qualquer definimos:
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Ya =b quando b® = a;

w /216 =6 pois, 63 =216 . 2165 =6
e {/a =b quando b® = a;

v /1024 = —4 pois, (—4)° = 1024 - (—1024)% = —4
e J/a =b quando b’ =a;

w /2187 = 3 pois, 37 = 2187 . 21877 =3
e Ja =b quando b’ = a;

w Y512 = —2 pois, (—2)° = —512 . (—512)5 = —2

e assim sucessivamente.

Definicao. Dados a € R e n > 3 um inteiro impar entdo:

{’/a_ =b quando b" =a.

Raizes de indice par.

Dado um nimero real a > 0 temos:
e Ja=bquando b>0 e b>=aq;

w /A9 =7 pois, 7T>0e 72=49 . 493 =7
e a=0b quando b>0 e b*=aq;

w {625 =5 pois, 5>0 e 53 =625 . 6251 =5
e Ya=>bquando b>0 e b° =a;

w 729 =3 pois, 3>0 e 36 =729 . 7295 =3
e Ja=bquando b>0 e b® =a;

w256 =2 pois, 2>0 e 285 =256 . 2565 = 2

e assim sucessivamente.

Definicdo. Se @ > 0 e n > 2 é um inteiro par colocamos:

C/E:b quando b>0 e b" = a.
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1 N
Relembramos que para n > 2, temos que a” = {/a, por definicdo.
1
@ Cuidado!! Pelo que acabamos de aprender, a poténcia a™ com a € R e n > 1, pode
nao estar bem definida.
Exemplos
VI=0=0% ; J0=0=0% ; V0=0=0% ; V0=0=05 ; V0=0=07 ;

Além disso, dados a € R e n > 2 temos que: Ya =0 <= a=0;

o=

. 1
ou, equivalentemente, a” =0 <= a=0.
Vi=1=12 ; J1=1=15 ;

Além disso, dados a« € R e n > 2 temos que: ¥a =1 <<= a=1;

5
<
ENC
=
<
I
!
I
]
=
5
<
I
!
I
!
o=

3=

ou, equivalentemente, a” =1 <= a=1.

/=1 n3o estd bem definida pois n3o existe um nimero real b > 0 tal que b> = —1 ja que b*> >0;

e isso significa que (—1)2 nio estd bem definido.

/=1 nio estd bem definida pois ndo existe um nimero real b > 0 tal que bv* = —1;

e isso significa que (—1)7 n3o estd bem definido.

No entanto, temos que;
vV-1=-1 ; +v-1=-1
ou seja,

(-DF=—-1; (-D)Fi=-1; (-)7=-1 ; (-Di=—-1 ; (- =-1

Dado a € R temos que:

Vad =a ; Vab =a ; Va=a ; Va®=a ; Val=a ; ...

(Va)’'=a 5 (Va)'=a ;5 (Ya)' =a ; (Va)' =a ; (Va)' =a ;

Va2 =la| 3 Vet =la| ; Va¥=la ; Va¥=la| ; Val®=[q ;

@ Quais s3o os nlimeros reais que elevados ao quadrado produzem a? como resultado? Sabemos
que esses nlimeros s3o a,—a,|a] e —|a|. Qual deles é a raiz quadrada de a?? Bem, o dnico

desses niimeros que é maior ou igual a zero, independentemente do valor de a é |a|. Assim,
Vva? = |a| paratodo a € R.

Dado a € R temos que:

Vva* =a? pois a2 >0 e (a?)? =a® x a® = a*.

Vab® = laf* pois |a|* > 0 e (|a]*)* = |af* x |a|* = |a|® = a®.
3

@ Note que a® também satisfaz a condicio (a®)? = a%, no entanto a® pode ser negativo. E o caso,
por exemplo quando a = —1.
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Vocé deve estar perguntando: dados um ndmero real positivo e um inteiro n > 2 serd que
sempre existe a raiz n-ésima desse niimero?

A resposta é SIM mas n3o dispomos aqui das ferramentas matematicas necessarias para
demonstra-lo. De fato, nas hipdteses acima, tal nimero n3o apenas existe, como também é
tnico. Esse fato serd utilizado, com freqiiéncia, daqui para frente.

Para raizes de indice impar temos as seguintes propriedades.

Dados a € R qualquer e n > 3 um inteiro impar, temos:

Var=a=(Ya)" e Yma=-Ya.

N3o é dificil provar essas propriedades. A primeira delas é conseqiiéncia da definicdo de raiz.
Para demonstrar a segunda, é suficiente mostrar que elevando a poténcia n o membro a direita
da igualdade obtemos como resultado o nimero —a. Vejamos:

(= ¥a)" = (-1)"(¥/a)" = (-1)"a=—a pois n éimpar.

Para o caso par temos a seguinte propriedade.

Dados a € R e n > 2 um inteiro par, temos:

Van =|a| , YaeR e (Va)"'=a , Ya€e[0,00).

Exemplos
mzl—x para todo =z € R.

J(1—a22)5 = /—(22—1)=—V22 — 1 paratodo z € R.
V1 —2)2=|1— x| paratodo v € R.

V(T +]z)* =1+ |z|| =1+ 2| paratodo x € R.

2
( x—l) =x—1 quando x —1 >0, ou seja, quando =z > 1.

2
(\/1 — xQ) =1—22 quando 1 —22 >0, ou seja, quando 22 <1, isso é, quando —1 <z < 1.

V@2=2)8=12-2)?" =|(2-2)* =(2—x)* para todo z € R.
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2.2 Raizes de poténcias

Para poténcias com expoentes racionais quaisquer faremos a seguinte definic3o.

Sejam dados @ € R e p/q uma fragdo irredutivel com p,q € Z*. Definimos:

B q _p 1
al = v abP a1 :=
q ap
desde que V/aP esteja bem de- desde que V/aP esteja bem de-
finida. finida e seja ndo nula.

Note que todo racional ndo nulo tem uma dnica fracdo irredutivel que o representa.

Observe que segundo a definicdo acima, a poténcia a” sempre faz sentido quando a > 0 e
r € um racional qualquer. Veremos a seguir que a” nem sempre faz sentido quando a base é
nula ou negativa.

Exemplos

# Seja T um ndmero racional positivo. Assim, existem p,q € Z1 primos entre si, tais que r = p/q.
Logo,

1
0=0"1=Yor=v0=0 ; I"=1P1=yY1P=yY1=1; 1"=—=1.

17
# Além disso, dados a € R e um racional r positivo, temos que: " =0 <= a=0.

Por outro lado, (—1)" = (fl)p/q = ¥/(=1)? que ndo faz sentido quando ¢ é par e p é impar pois
nesse caso teriamos uma raiz com indice par de um radicando negativo, o que ndo faz sentido, enquanto
nimero real. Isso significa que nem sempre (—1)" estd bem definido quando r é um racional.

No entanto, se a é positivo e r é um racional qualquer, podemos garantir que: a" =1 <= a=1.

% (L) = 1P =¢I=1 e )35 = /(1P = ¢ T=—1.
$ 43/2 — \/7 \/276 — 93 : 41/5 — \[ \/7 — 92/5
1 1 1 1
5/3 _ 345 . 9=2/3 _ - _ _~ . 53/4_ /53 . -2/7 _ __
% 4 PR 2= 5 .10 T = T
. 1 1 1
B (= YTAP=VE (e -

(=2)2/5 5/(—2)2 R
4)3/* = {/(=4)3 = /=64 que ndo ests bem definida.
(73)4/6 (—3)%/% = {/(=3)2 = /9 . Note que 4/6 ndo esta na forma irredutivel.

EO <
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1 1 1
(<21~ (2P -2

(71)1/‘1 = /—1 = —1 sempre que g for um inteiro impar e positivo.

(=2)75/8 = (=2)73/1 = que n3o estd bem definida.

(—8)4/12 = (—8)/3 = Y=8 = —2. Veja o célculo a seguir.
@ Observe que /(—8)% = V81 = 12/(23)4 = ¥/212 = 2. Isso mostra que '¥/(—8)* é diferente de

(—8)*/12 o qual foi acima calculado. Note que 4/12 n3o esta na forma irredutivel.
(—4)8/% = (=4)3/? = \/(—4)3 = /=64 que n3o estd bem definida. Veja o célculo a seguir.

@ Observe que /(—4)6 = V46 = {/(22)6 = /212 = 23, Note que 4/12 n3o estd na forma

irredutivel.

Nl

I
—
N
I
—_

N2
Note que ((—1)5) ndo faz sentido ja que +/—1 n3do estd bem definido, mas ((—1)2)

Diante de uma expressdo envolvendo termos com raizes de indice par devemos sempre
perguntar para quais valores da varidvel a expressdo estd bem definida.

Exemplos

x| estd bem definida Vz € R; # /1 —x séestd bem definida quando 1—2 >0,

Vx| vV q

) i . ou seja, quando z < 1.

J/x estd bem definida Vz € R;

¥/—x s6 ests bem definida para x € (—00,0]; % 1/v/1—1a s6 estard bem definida quando z= €
R —{1}.

1/3/x sé estd bem definida para z € R — {0} ;

1/ ¥/ s6 ests bem definida para € (0,00); % 1/4/|z] —1 §é estard bem definidr—:l qua,ndo |x]—
1> 0, ou seja, quando |z| > 1, isto é, quando

1/1/]x| estd bem definida para z € R — {0}. -l<z<l1.

3 Expoentes irracionais

Agora que acabamos de definir poténcia com expoente racional, pergunta-se:
5 Como definir poténcia com expoente irracional ?
Mais precisamente:
w Como definir 3V2 ?

Ou, pelo menos:
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1w Como fazer uma estimativa para 3V2 com os conhecimentos que temos de poténcias
com expoentes racionais ?

Essa é uma pergunta mais simples para a qual nossa intuicao, provavelmente responderia:

Tome uma aproximac3o racional para /2, por exemplo: 1,4. A poténcia

b4 =315 = 37/5 = /37T = 3{/9

€ um valor aproximado para 3V2. Além do mais, parece natural que, quanto melhor for a
aproximacao usada para /2 melhor deverd ser a aproximacao obtida para 3v2i

De fato essa é uma forma de definir 3Y2: por aproximacdes. Aproximamos /2 por um
racional  menor do que /2 e calculamos 3% como definido anteriormente. Desta forma

obtemos uma aproximacao de 3V2 30 melhor quanto melhor for a aproximacdo usada para

V2.

A tabela abaixo exibe algumas aproximacdes para 3v2 4 partir de aproximacdes de /2
obtidas usando um software apropriado.

V2 = 1,41421356237309504880168872421 . . .
3V2 = 4,72880438783741494789428334042 . ..

Aproximagdes para \/§ Aproximagdes para 3\/5
1,4 314 — 3% =  4,655536721746. . .
1,41 3141 — 3105 —  4,706965001716. . .
1,414 31414 31055 = 4,727695035268. . .
1,4142 314142 _ 35555 = 4,728733930171. ..
1,4142135623 314142135623 _ 3355055000000 = 4,728804387457. ..
1,414213562373095 | 31414213562373095 _ 3q5adoo00000000 =  4,728804387837. ..

N3ao vamos apresentar aqui uma definicdo precisa de poténcias com expoentes irracionais.
O que nés precisamos nesse momento é saber quando tais poténcias estdo bem definidas e,
nesse caso, operar com elas.

O préximo quadro mostra quando uma poténcia estad bem definida.
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expoente

Quando (base)

estd bem definido ?

Base positiva

(base positiva)empoente qualquer

estd bem definido, é >0 e
lewpoente qualquer __ 1

(base positiva)® =1

Base nula

Oewpoente positivo

estd sempre bem definido e vale 0

00

nao estd bem definido

Oempoente negativo

nao esta bem definido

Base negativa

. te intei
(base negatlva)empoen e inteiro

estd sempre bem definido

s6 n3o estd bem definido

. e 3
(base negativa)™ = {/(base negativa)™

quando m é impar e n é par,
onde m,n € Z* sio primos
entre si.

1

L m
(base negativa) ™

s6 n3ao estd bem definido
quando m é impar e n é par,

/(base negativa)™

onde m,n € Z% sio primos
entre si.

expoente irracional

(base negativa)

nao estd bem definido

4 Como operar com poténcias

Para poténcias com bases e expoentes reais temos as seguintes propriedades, que sdo validas
desde que cada uma das poténcias e fragdes envolvidas estejam bem definidas.

D

(x X y)* =z% x y*

a+b
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Note que, como dissemos antes, ao escrevermos z% x 2? = 2% estamos de fato afirmando:

se 2%, zb e 2%t? estio bem definidos entdo z% x z® = 2%t?. E dessa forma que devemos
entender todas as outras igualdades no quadro. Em particular, quando x,y > 0 todas as

poténcias e fracdes do quadro anterior estdo bem definidas. Além disso temos a seguinte regra:

(xa)b — paxb (xb)a
que deve ser entendida da seguinte forma: se as poténcias das extremidades estdo bem

definidas ent3o a do meio também estard e, nesse caso, as trés sdo iguais. Em particular,
quando z > 0 todos os trés membros da igualdade acima estao bem definidos.

Exemplos
52 x 572 = 5272 = 5T % (0,21 x 3,1)"7 = 0,211:2 x 3,112
(2 x m)32 =232 x 732 s (52)071 — 52x0,1 _ 50,2 _ 5
25 _ (92129 _ 92x2,5 _ 95 _
425 = (22)7" =2 =25 =132 5 (2% T)P2 = 232 732
3.2 _ 03,2 3,2
(2X3) =2 X 3 % (52) _5277_257r
0,35 x 0,373 = 0,32
3 :
1 1 1 1 1 * =3°%x272
12° = (22 x 3)* = (22)2 x 3° =2 x 3° (ﬁ) % °
2\ 273 153 15\° 1
22 15 (15 o (28 o L
15 153 23 2 o3
U R — (2x3)% 2x3
03 A R B
43 = (22)¥2 =27 =93,
(62)3/4 % 9-1/2 (22 % 32)3/4 % 2-1/2  93/2  33/2 y 9—1/2 2
33/2 = 33/2 = 33/2 = 2 = 2
VB x V9 6V x9S 218 X3S )38 gy
\3@ 21/3 21/3 :

3-V2 x (32)"7 = 3-V2 x 32VE = 32VE-VE _ 3V2

((—1)2)1/2 estd bem definido e vale 1 mas, ((—1)1/2)2 n3o estd bem definido. Repare que nesse

1/2

caso, a poténcia (—1)2%7 estd bem definida e vale —1. Assim, ((—1)2)"/" e (—1)2*% s3o distintos.

s 2 . . -
Segundo a dltima regra vista nessa sec3o, isso ocorreu porque ((—1)1/2) n3o estd bem definido.
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5 Uma convencao

Para quais valores de x € R a expressio x® estd bem definida? Isto é, qual o dominio de
definicdo da expressao z* 7?7
Seguindo a tabela que descreve quando uma poténcia estd bem definida, podemos afirmar:

1w 17 esta bem definido para todo x > 0 e € positivo
1= ¥ nJo estd definido para x =0;
1= 1 njo estd bem definido quando x € um irracional negativo.
Mas, para valores de x que s3o racionais e negativos podemos ainda concluir:

w 1% estd bem definido quando x < 0 é uma fracdo irredutivel com numerador par? e
nesse caso % é positivo;

i ¥ também estd bem definido quando x < 0 € uma fracdo irredutivel com numerador
impar e denominador impar e nesse caso =% é negativo;

i No entanto, x® ndo estd bem definido quando = < 0 é uma fragdo irredutivel com
numerador impar e denominador par pois nesse caso, temos uma expressao do tipo

CE =/ Y Y6

onde p,q € Z*, s3o primos entre si, p é impar e ¢ é par, a qual nio estd bem definida
enquanto ndmero real.

Apesar disso, no curso de Célculo | vocé aprenderd que o dominio de definicdo dessa ex-
pressdo é o intervalo (0,00). Esse é de fato o subconjunto da reta onde a expressdo z” varia
continuamente.

Convencionamos aqui que o dominio da expressdo x* é o intervalo (0,00). Mais geral-
mente, faremos a seguinte convencio.

F(z)
Numa expressdo da forma (E(;L‘)) se o expoente F(x) assume valores racionais e

irracionais, entenderemos que o dominio da expressdo sdo os valores reais da varidvel x
para os quais a poténcia estda bem definida e tem base positiva ou nula.

2 .. e consequentemente, denominador impar.

257



Licao 13: Exercicios resolvidos

Exemplos
% Dominio de 22 :

A expressdao estd bem definida para x > 0. Por outro lado, o expoente assume valores racionais e
irracionais. Portanto, segundo a convencio feita, o dominio da expresso é o intervalo (0,00).

#% Dominio de (1 —x)*:

O expoente assume valores racionais e irracionais. Assim, para a base 1 — z devemoster 1 —x > 0
ou seja, para x < 1. Além dissso, temos que em x = 1 a base se anula e o expoente vale 1. Logo, a
poténcia também estd bem definida para 2 = 1. Portanto, seu dominio é o intervalo (—oo,1].

0 nd

1

1-x)*

L. 1
# Dominio de (4 —z?)#1:
Novamente, o expoente assume valores racionais e irracionais.

Para que a base seja positiva ou nula, devemos ter:
4—22>0 <= 2°-4<0 <= =zc[-2,2].

Temos também que: 4 —22 =0 <= z=42.
Para que o expoente esteja bem definido, devemos ter = # 1.
Além disso:
= quando = = 2 a base se anula mas o expoente vale 1, o que significa que a expressdo em estudo
estd bem definidaem z =2;
= quando x = —2 a base se anula e o expoente vale —1, o que significa que a expressdo em estudo

nao esta bem definida em z = —2.

Assim, o dominio da expressdo é (—2,1)U(1,2].

nd nd nd  Dominio de

— : 1
2 1 2 (4—z2)71

Exercicios resolvidos

1. Simplifique as expressoes

25
a J—
(@) & 1,5

2 \3 104 x 43 0,25 x 0,64
®) (- 1) © G @ 220
X 5 3% X 2
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Temos que:
(@) 2 25 2 1
66 (2x3)6  26x36  2x36°

) (_ 125)3 - <(_1> - 1?5)3 (1) (i%)g B _(2 T;O)B B _<2 3 2>3 B —;2-

10 x4 (2x5)%x (22)° 20 x5t x 20 210 x50 _ q10-5

= — — 4—2 — 25 2-
(c) 25 x 52 25 x 52 25 x 52 25 x 52 x5 5
25 4 25 2 4 29 4 2 1 9 1\9 22
(d) 0,4><O,6:O, X (3x02)" 027 x3" (2x0,1) :22><0,19:22><(—)=—.
34 x 27 34 x 27 3% x 27 27 10 109
. Coloque as expressoes a seguir na forma de uma fracao irredutivel.
2\"* 52 3% x (1572)°
a) (= b) —(—4)—2 c) —— d ————.
@ () (6) —(~4) (© Ok @ Cosy g
5
Temos que:
—4 —4 4 1 1
2 27t 3" 81 (b) _(_4)—2 [ =
(@) (3) =31 %15 (—42 16
© 52 (2 5 x2 28 8
2—3_ 5 - 53 T p3-2 7 5°
(5)
@ & (152)° 3 x(32x57%)° 3 x3 x50 371 9
(1073)2 x 25 (273 x573)2x25 276 x56x25 2-1 3~

. Use as regras para operar com poténcia e conclua que:
n, n m/ n mn, T %
(@) Vo Xy = Yz x /Yy (b) V¥V = " (C)HEZW

quando cada uma das poténcias e fracoes envolvidas estao bem definidas, onde m e n sao
inteiros maiores ou iguais a dois.

Nesse caso, usando as regras para operar com poténcias, obtemos:

(@) Vaxy=(@xy¥r =" xy'/" =z x /5. Ve Xy = Yx X Yy
1/m
() VT = (@) " = @) = Yz = e

(e) {

< |8

<x>1/n B i/ B e \/j_
y ytm Ry Yy

Y
VY
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@ Atencao: As trés igualdades que acabamos de estudar sdo verdadeiras desde que cada uma das
poténcias e fragGes envolvidas estejam bem definidas. Nds usamos essa hipdtese ao demonstra-las,
pois fizemos uso das propriedades listadas no quadro anterior, que pressupde esse fato.

. Simplifique 4+/12 4+ 3v75.

Temos que: 4v/12 + 3v/75 = 4v/22 x 3 +3v/52 x 3 =4 x 2/3 +3 x 5/3 = 23/3.

~ _o\—1 . S
. Escreva a expressdo (2 + y 2) sem usar expoentes negativos e simplifique-a.

Aqui estaremos assumindo que y # 0 e que 2z + =2 # 0 para que a express3o a ser
estudada faga sentido.

—1
_ 1 1

Nesse caso temos: (23: + y_z) T <2$ + 2) =—

Y 20+ —

Yy
1 2 B 2
Além disso: == L Assim, (204y7?) = —L
9 4 — 2xy°+1 1+ 22y 1+ 2zy
5 sry e

Y 12

. Simplifique a expressdo +/z(v2z — /).
Para que a expressdo faga sentido devemos considerar que x > 0. Nesse caso, temos:

VE(V2T = VE) = VEVIZ — VT VE = V2 —Va® = [a|VE—|a| = (V2 - 1)[a] = (VE—1)a

pois « > 0.

. Em cada item determine o maior subconjunto da reta no qual a igualdade dada é verdadeira.

(a) Va2 = -z (b) vzt = x? (c) Vabt = V3.

(a) Vimos que va? = |z|, Vo € R. Consequentemente, a igualdade em estudo sé é verdadeira para
2 < 0. Assim, o subconjunto procurado é o intervalo (—oo,0].

(b) Vat =Va2va?=|z||z|=|z|> =22, Vz € R. Assim, o subconjunto procurado é toda a reta.

(c) A expressdo do lado direito da igualdade n3o faz sentido quando = < 0. No entanto, a igualdade é
veradeira para x > 0 pois nesse caso a regra vista na pagina 256 nos garante que:

8 1/8 4
26 = (1’6) A
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8. Quanto vale (—1)™ quando n é um inteiro positivo ?

Consideremos separadamente os casos n par e n impar.

Quando n é par temos: (—1)"= (=1)x---x(=1) =1.

ndmero par de fatores —1

Quando n é impar temos: (—1)" = (=1)x---x(=1) =-1.

ndmero impar de fatores —1

23 x =2
9. Determine o dominio de definicao da expressao W e simplifique-a.
w p—

A expressdo sé ndo estd bem definida

= em x = (0 pois, nesse caso, x 2

nao estd bem definido;
1 quando o denominador da fracdo se anula, ou seja, quando

(22 -2)2=0 <+ 22=2 < z=1.
Portanto, o dominio da expressdo é o conjunto R —{0,1}.
Para x € R —{0,1} podemos simplificar a expressdo e obtemos:
23 x 272 23 2

r—22 22x2(x_12 22(z_1)2°

10. Para quais valores da varidvel = a expressdo 2z~ ! X (z + 1)~ nio estd bem definida ?

A express3o sé nao estd bem definida quando

1

i ¢ =0, pois nesse caso '~ n3o estd bem definido;

5 1 = —1, pois nesse caso (z + 1)~3 n3o estd bem definido.

1 -1
11. Simplifique® a expressao ( + 1) —_—
|| 1+ [z])—?

Note que as expressdes 1+ |z| e ﬁ + 1 nunca se anulam. Portanto, (1 +|z|)72 e

-1 . - . . ,
(|71\ +1) " estdo bem definidos e nunca se anulam. Assim, para x # 0 a expressio dada estd bem
definida e temos:

1 o 1 z lz| @ (1 + |z))2
it e | S =z |z| (14 |z]).
|| (L+[=]) wm Tl e 1+ |z|

||

3Num exercicio como esse, estamos admitindo que a varidvel assume apenas os valores para os quais a
expressao e as operacgoes sobre ela efetuadas estao bem definidas.
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12. Use as regras para operar com poténcias e simplifique as expressdes a seguir:

(a) V22 x 53 (b) V6 x V6 (c) 255 (d) v43 x 65 (e) 20006,
Seguindo as regras para operar com poténcias, obtemos:
1
(@) V22 x53 = (22x52x5)? =2x5x53 =10V5.
5 6
1 1,1 5 66 X 66 66 6
b 6 X 63 x 5:65""3:66:71:—1:7_
(b) V6 V6= 65 65 V6
(c) 257 = (5%)"7 = 52x15 — 53 — 125,
. i i ) 23 x 3 x V3
(d) V2B x6° :(26><20><35)4 - (212><2—1><3 ><3)“ 2} ><2—4><3i><3i=x\4[;\[.
-5 1 1 25 /2
(e) 20070’6:<23X52> Y= 3T = 9 € = I 55 T = o2 \fs :
(23><52)5 23 x 55 2% x53 x55 2x5x 5
13. Determine o valor das expressoes
()\/ixf/z (b)45/4>< 1000 ()122/3xf ()\/_12><031/3
a 2 55/2 2-1 v/0,3 x /0,6 .
s 1/2 2)1/3 1/2 o, 92/3 _
(a) Y2X VI _ 2 ()T 2EXPR ey e L2 1 844-1
oG] 21/6 21/6 23 6 6
45/0 % JT000  (22)7 x (10%)* 2921032 25/2 5 23/2 532 gt ot
(b) 55/2 = 55/2 = 55/2 = 55/2 T 522§
12723 x 3 (22x3) P x 38 948 x 323 w318 371/ 1 1
(o) a1 (2_1)1/3 - 9-1/3 T 98/ T 2% 313 2y3’

ﬁxoglﬁ V22 x 0,3 x 0,31/3 2 x /0,3 x0,3'/3 2 — 955 =923 _ 1.

(@) VO3 X Y06 3% (2%03) T 03 %213 %0313 2173

14. Use as regras para operar com poténcias e simplifique as expressdes a seguir.

() (b) (c) (d)

154 64 x 12—5 2—6 x 42

()34><53 3t x5 3t x5 1 1
a = = — = —.
154 (3 X 5)4 34 x 54 54-3 5

1
3% x 5° 2% x (9%)® 0,273 x 0,1° 10° x 10273

1001+~
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3 2 2/3 4
(b) 254><(92)3:4 35><93 _ 2% (%) 5:2><331><3:211X3%.
64 x 1275 24 x 34t x475x375  3-14« (22)” 2-10
© 0,273 x 0,1° _(2x 0,1)73 x 0,1° B 273 x 0,12 B 0,12 _ 0,12 0,00 0.005
276 x 42 2-6 x (22) 26 x24 27627 2 S
(d) 105 X 1027&'—3 _ 102‘n'+2 B 102‘n'+2 _
1001+ - (102)1+7r To102+2m
15. Coloque sob um mesmo radical as seguintes expressoes:
V3 V3
(a) V2x V2 (b) V= (0) V272 (d) V2 x 3 (&) ¥
V3 V4
Temos que:
(a) V2 x v2=25 x22 =232 =256 = /25
\4/5 1 1 11 1 20
(b) ~= =31 x 375 =373 =3% = V3.
V3
1 1 1\ 3 1
(9) Vaia = (22)" = (V1) = (@)F)" = 2)F =220 =0
1
(d) V2 x ¢/3=22 x 35 =28 x 38 = (23 x 32)° = Y2 x 32
(e)i\/?j7§73% 7(34)1*127 12%
VA 41 45 \4 V4
16. Use as regras para operar com poténcias e simplifique as expressoes:
2 -1 0,1 27 2\ x \2
Yy Xy Yy Z Y ™
a) ———— b) ( = c) — d =] xX|— ).
@ ® (%) © Gy @ (%) < (=)
Temos que:
2 1
Yy Xy _ 1
() " =y2><y1><y3=yz—172
0,1 0,1
Y Yy _ 1
(E27T m27r
(C) o _ x27r % 1,1—71' % y1—7r _ x1+7r % y1—7T

(xy)ﬂ'—l L y‘n’—l
(d) ijx ﬁnyzwxﬁf 1 _ 1
3 y3:c - 3 yGw - 3r—2x yﬁw—2x - T X y4:c :

17. Simplifique as expressoes:
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1 —x
@ X @) () 27X 10" © (2m) " x 4® @ 2
a) ———— _ c) ——1— —_—.
64 x 3—5 20 T X 24 (2x)* + 2=
Temos que:
5 2\ 3 5. .2 54, .2 2
(a)2><(:c) . 2xxs 2 xx3_2x3_6%
64 x 35  24x3ix35  3-ord g1 U
22 % 107 22 x (2 x 5)T  2%® x 2T x 5T 22T x 2T x 5% .
20* (22 x )= (22)" x 5® 22z x 5T
( ) (27.(.)175” % 4% B 21—w % ﬂ_l—w % (22)“3 B 21—:1c % 2230 B 2m+1 B 2r+1—m+4 _ 25
¢ mx 2T—4 mox 24 T opTox 2v—4 T gpmox Qw4 T T R
x?(m+1) $23: x .%‘2 x2x X $2 m2m X 1‘2 x2x—x X 1‘2 xa:+2

(d) - - - -

. Descreva o dominio das expressdes a seguir e escreva-as usando radicais.

(a) 2 (b) o2 (c) (2 — z)®° (d) ——

(x+1)v2'

Nos trés primeiros itens, os expoentes sdo nliimeros racionais e podem ser colocados sob a
forma:

(a) 291 = 0 = Y.

Portanto, o dominio da expressdo é o intervalo [0, 00).
(b) 712 = 218 = 28 = V26 = Vs xr=xx .
Assim, o dominio da expressao é R.

(@ @-2*=e-nf=@2-ni=y/2-2=2-sPvi-z.

Portanto, o dominio da expressdo é {r e R; 2>z} = (—0,2].

(d) Nesse caso o expoente é irracional, logo a poténcia (:r—kl)\/5 sé estard bem definida para z+1 >0,
ou seja, para z > —1. No entanto, para que o denominador da expressdo n3o se anule, precisamos da
condigdo = > —1. Assim, o dominio da expressdo é o intervalo (—1,00).

. Para quais valores da varidvel = a expressio (2 — x)'1717 estd bem definida?

Para responder essa pergunta vamos, primeiramente, determinar a fracdo irredutivel que é
geratriz da dizima periddica 1,1717...

Para isso, seja z = 1,1717...

Assim, 100z = 117,1717... e teremos:
100z — z = 117,1717... - 1,1717... = 1174 0,1717... —1—-0,1717... =117 -1 = 116.
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Resulta dai que

116 22 x 29
=11 == .
99 z 6 <— =z 99 CTRVET]

Portanto, a fragdo irredutivel que é geratriz da dizima em questdo é a fracdo 116/99. Nesse caso, a
expressdo (2 — z)11717 toma a forma

(2 — )BT = (2 — x)116/99 _ 9W

a qual estd bem definida para todos os valores reais da varidvel x ja que o indice da raiz na expressdo
acima é impar. Assim sendo, a expressdo (2 — x)1'1717 estd bem definida em toda a reta R.

_  JT— T
Estude o sinal da expressao ———.
r—3
Para isso, comecamos o estudo determinando onde a expressdo estd bem definida.

1w A expressdo s6 estd bem definida para z # 3 e « > 0. Assim, seu dominio serd [0,3)U(3,00).

1= A expressao se anula quando

(N
wlos

Vi—Yr=0 = T=¥1r = zT=2%7 = 1
=

Testando esses dois valores na equagao ini-

cial, concluimos que ambos s3o, de fato, nd ) 0 nd dominio de
solucdes. Assim, a expressdo em estudo sé 0 1 3 (Vi- 93)/(@-3)
se anula no conjunto {0,1}. Seu dominio

€ mostrado no diagrama ao lado.

. N T — Jx
Sinal da expressdo u :

z—3
Vamos usar aqui a técnica descrita na Licdo 11 que pressupde a continuidade da expressdo acima em seu
dominio de definicido. Num curso de Calculo | vocé verd que é ficil mostrar que a expressdo acima é de
fato continua em todo o seu dominio de definigdo.

1w Teste de sinal em (0,1):
Em 2=2"%¢€(0,1) temos:
VI — ¥z ] V26— {276 98 _ 92

1
8
£-3 |, 5o 2-6 -3 276 -3 L —

i Teste de sinal em (1,3):

Em 2 =2¢(1,3) temos:
@_ :M:\Bf_\fg<o(_)
r—3 |, 2-3 '
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i Teste de sinal em (3,00):
Em 2 =20 € (3,00) temos:

f—% \/26—\7276 Ld)+++0 ,,,,,,, nd+++++ sinal de
-3 |,  26-3 0 1 3  (Vz-¥3)/(x-3)
23 — 92
_ 3
Finalizando a andlise de sinais da expressao M , concluimos:
Tz —
1w Seu dominio é: [0,3)U(3,00); w E positiva em: (0,1)U(3,00);
= Ela se anula em {0,1}; v E negativa em: (1,3).

Resolva a inequacio v/v2x —1 > 2.
Para isso, vamos analizar o sinal da expressao vV2zx —1—2.

. ~ 3
Estudando o sinal da expressdo \/v2xr —1 —2:
Como no exercicio anterior, aqui também, a expressdo em estudo é continua em todo o seu dominio de
definicdo.
1= O dominio da expressdo € o intervalo [0, 00).

1T A expressao se anula quando:

VV2z =1 -2=0 <= \/V2r—-1=2 <= V2r-1=8 += 2z =9

— z=2_81/2.

1w Teste de sinal em [0,81/2):
Em 2=2¢[0,81/2) temos:

{7@-1—2} = VEXZ -1 -2=92-1-2=-1<0(-).

1w Teste de sinal em (81/2,00):
Em 2z =2x 81 € (81,00) temos:

\3/\/5—1—2} = VEXIXEL -1 2= YIB=1-2=V1T-2>0 (+).

r=2X8
. I -, Oy bl
Finalizando o estudo de sinais temos: : -
0 81/2 VYVor —1 -2
Conclusio: V/v2zx —1 >2 <<= 2¢c[81/2,00).
Sabendo que x™ = 2 determine o valor das expressées:
(a) =2 (b) =z~ (c) &=57 (d) z™+2 (e) .
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Devemos escrever as expressdes a seguir como uma poténcia de base z”.

(a) 227 = (27) = (2)° = 4;

(b) =™ = (z7)" = (2)" = 27;

(€) =7 = (2™) " = (2) " = 1/25
(@ a7 = ()T = (2T

(2)7 =2"F —2x 2,
(e) v=(a")" = (2)" =2

@ Note que todas as poténcias acima estdo bem definidas pois x é positivo e, consequentemente, x™
também é positivo.

=

22w X 52m -1 lol—m X 202m+1
10393 e 4z+1

Sabendo que 10 = 3 calcule o valor das expressées

Temos que:

() 220 55 1 102 -1 (10°)°-1 9-1 8§
a 103z - (1095)3 B 27 o7 o7

101—1 202x+1 lol—z 22$+1 102r+1 102+z 22r+1 102 10:v
(b) a - 2= - ~ = 3% 50 =150.
4x+1 (22).L+ 22a:+2 2

@ No item (e) do exercicio anterior determinamos o valor de = sabendo que ™ = 2. Agora, sabendo
que 10* = 3, como determinar o valor de x? Por enquanto, ndo sabemos resolver essa quest3o,
isto é, ndo sabemos resolver a equagao 10” = 3.

Resolva a equacdo z2™ — 5™ +6 =0.

Essa equacdo é da forma (m”)2 —b5x™ 4+ 6 = 0. Assim, fazendo a mudanga de variavel
y = x™ obtemos a equacdo 32 — 5y + 6 =0 cujas solucdes sdo y =2 e y=3.

Para voltar a varidvel inicial devemos fazer:

Passo 1: y=2. Passo 2: y=3.

A=

1 ) 1
Nesse caso: 2 =2a" . z=(2")" =27. Nesse caso: 3=2" .. z=(2")" =3

. .o = 1 1
Assim, os possiveis valores para = sdo: 37 e 27.

Determine o dominio das expressoes:
1+

(a) (1+ w)% (b) (;) o
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(a) Para a base devemos ter: 142 >0 <« x> —1.
O expoente estard bem definido para = # 0.

Quando z = —1 a base se anula e o expoente vale —1.
Assim, a poténcia n3o esta bem definida para x = —1.

Consequentemente, o dominio da expressdo € o conjunto (—1,0)U (0,00).

(b) Nesse caso, a base estd bem definida para x # 0 e é positiva. O expoente, por sua vez, estd bem
definido para = # 1. Assim, o dominio da expressdo é: (—o0,0)U (0,1)U(1,00).

x—1

. N z+ 1\
26. Estude o dominio da expressao .

Passemos ao estudo do sinal da expressao

r+1
r—1"

(13.1)

i A expressdo (13.1) sé ndo estd bem definida para z =1 e também varia continuamente em todo
o seu dominio de definicdo.

1= Ela se anula apenas para x = —1.
1w Teste de sinal em (—oo0,—1): 1w Teste de sinal em (—1,1):
Em 2 =-2¢€ (—00,—1) temos: Em 2=0¢€(—1,1) temos:
z4+1] —2+1 r+1 0+1
= =1/3>0 . = ——=-1<0(—).
r—1],_ o, —-2-1 / (+) z—1],_, 0-1 (=)
1z Teste de sinal em (1,00):
Em z=2¢ (1,00) temos: gt O—————- nd ;44 4 sinalde
z41] 241 -1 1 (@ +1)/(=-1
— =3>0 ) z+1)/(z )
z-1],_, 2-1 ()

Resulta entdo que

1
“1>o e ze(—00,—1)U(L,00)
P
1
T =0 <= z=-1.
rz—1

Nos pontos em que a base se anula o expoente vale (—1)2 =1 > 0. Além disso, o expoente > assume
valores racionais e irracionais. Consequentemente, segue da convenc¢ao feita que o dominio de

I
<$+1> é o conjunto  (—oo,—1]U(1,00).
z—
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- Seja A= (V6+Vv2)(vV3-2)VV3+2.

Calcule A? e deduza o valor de A.

. Simplifique:
103 x 1075
(2) Toz % 106
0,01 x 10~4
(b) 10=3 o N1
103 x 0,1
()8><10><53><64
<) AT 25 % 30
() 103 x 873
1072 x 25"
. Simplifique e efetue:
2-1 2
@ V271, 2
V241
(b)

7
3v2 4v3 V6

orve oivz VEiva

o () -]
. Simpli5fique:7
23 x 22

. Simplifique:

1 1 -3
az2+1 az -1 4
1 + 1 - .
az—1 az+1 a-—1

. Se 22+ 2 =3 calcule:
(@) z+a7!
(b) 22 + 272
3 _3
(©) r2 +x72 42
2 +x7 243"
. Determine o dominio de definicdo das expressdes
a seguir e simplifique-as.

(@)  [vE x ~ (b) v x Va5 x V/at.

Iz

. Determine o dominio de definicdo da expressdo
a seguir e simplifique-a.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sz e [
i v

. Simplifique:

(1) Va53c% = Va tbte!

(2) a3/ a x as x az .

Simplisfique:7
23 x 2z

@) 2%

(b) (20%)F.

Calcule:

(a) 2v/27 x 6v/3

(b) 5v/72 x 3v/50

(&) V/IZ + V2T — 4v/T5 — 6v/a8

(@) V32 x VT2

Escreva na forma de frac3o irredutivel:

o) WY

wl=

© 352 x 64
EVERNETA
Efetue, dando a resposta na forma de uma fracao
irredutivel.
() 5 x 11% x 18* x 243
55 x 182
15 x 24* x 122 x 22
b
() 33 x 8
(©) 45 x 42* x 363 x 72
35 x 28
(@) 48 x 22% x 44 x 121
483 x 38
Efetue:
(a) (=2)> = (=1)* + (=3)> = (-2)?
0

(b) (;) x (0,01)% x (0,25)2
(€) 27+ (1) 7% — 1,330 + 45,

Efetue:
(a) 4% (-1 -

o (Y e
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17.

18.

19.

20.

21.

Licao 13 : Exercicios

(~0)" x (%)’

Simplifique: “bie % (—a)F

Um cubo de aresta fcm €
cortado por um plano que
passa pelo meio de algumas

arestas, como mostrado na

figura ao lado. A interse¢ao
do cubo com o plano é um
poligono regular.

(a) Qual o perimetro desse poligono?

(b) Qual a sua drea?

Uma lagartixa e um mos-

quito estdo situados em A
vértices opostos de um
cubo de aresta £cm como

mostrado na figura ao lado.

A lagartixa, com a intencdo .
de capturar o mosquito, B
desloca-se de A até B
pelo caminho mais curto,
evidentemente, ao longo
das faces e arestas do cubo.

(a) Quantos caminhos distintos a lagartixa
pode ter seguido ?

(b) Qual a medida desses caminhos mais cur-
tos?

Determine o dominio das expressoes a seguir.

3 1
(a) /1 - 1—9
(b) 1-¥1 -2

x4+ 2 '

Resolva as seguintes equacgdes:

22.

23.

24,

25.

26.

217.

(1) Vot +23 — 2822 + 32+ 143 —z +1=0;

(2) 22 + 2va? 4 a2 :\/% (a #0);
(3) V3 —4— ¥/ (3x — 4)3(92 — 6) = 0;
(4) ¢+ Va? =1.

Dé o dominio da expressao

1—ax 1—|—bx

1—|—az

— (a,b#0);
Resolva os sistemas:
ot

o {1s A

Determine para quais valores de x as igualdades
a seguir sao verdadeiras.
(a) Va2 = Ja x {/x;
b) Va3 ==x;
)

Resolva a equacdo vVx2 =2.

Solucao:
Temos que: Va2 = (22)2 =23 = x.
Consequentemente: se V22 =2 entio z =2.
Portanto: S = {2}.

A solucdo estd correta? Se ndo, onde estd o
erro?
Diga quais das afirmacdes a seguir sdo falsas e
quais sdo verdadeiras.
( ) V1422 = \/:z:2 1+22), Vx € R;
(b) zv/1+ 22 = |\/x21+x2)7Vx7$0;
().17\/1—|—£E2 \/x21+x2) , Vo <0;
(d) /z=—Vzx Vo <0.

Dé o dominio de definicdo de cada uma das ex-
pressoOes a seguir.

270



Licao 13 : Exercicios

(a) —1*
(©) (~a)

28.

Estude o sinal da expressdo

Il — 2/l

rz+1
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14

Propriedades das
potencias

Na licdo anterior relembramos a definicido de poténcia e listamos algumas regras elementares
que nos permitem operar com essas poténcias. Agora vamos estudar propriedades das poténcias
que nos permitirdo comparar poténcias, resolver algumas equagdes e inequagdes envolvendo
poténcias e analisar sinais de expressdoes mais complexas do que as estudadas até agora.

1 Propriedades

A primeira dessas propriedades é a seguinte:

a®=0 <= a=0 e b>0.

Essa propriedade ndo é dificil de ser demonstrada mas, para isso precisamos da definicdo
formal de poténcias com expoente irracional, o que n3o fizemos nesse texto. A propriedade
acima nos permite resolver equacoes envolvendo poténcias como, por exemplo, as mostradas
nos exemplos a seguir. Para resolvé-las, determinamos os pontos onde a base se anula e depois
verificamos em quais desses pontos o expoente é positivo. Tais pontos serdo as solucbes da
equacdo dada.



Licao 14 Secao 1: Propriedades

Exemplos

# g2l =0
Nesse exemplo a base sé se anula em x = 0 e nesse ponto o expoente vale 1. Portanto, essa equagao
tem uma tnica solucdo, a saber, £ =0.
% (z— 1) ll=0
Nesse exemplo a base sé se anula em x = 1 e nesse ponto o expoente também se anula. Portanto, essa
equacdo nao tem solugdes.
2
# (22 -1)T+2 =0
Nesse exemplo a base sé se anula em z = £1 e nesses pontos o expoente vale 3. Portanto, essa
equacdo tem duas solu¢des, a saber: +1.
# (2220 -3)*Tt =0
Passo 1: Pontos onde a base se anula.
Temos que:

?2-2r-3=0 < (z-3)(z+1)=0 < =3 ou z=-1.

Passo 2: Avaliando o expoente onde a base se anula.

T+ 1] ;=3+1>0 .. x=3 ésolucdo da equacdo inicial.

r=

T+ 1]1171 =1—-1=0 .. 1z =-1 n3o é solucdo da equacio inicial.

Assim, o conjunto solu¢do da equaco inicial é S = {3}.
Outra propriedade importante é a seguinte.
a®’=1 <= a=1 e b qualquer, ouentio, b=0 e a#0.

Essa propriedade também vai nos permitir resolver equacdes envolvendo poténcias. Para
resolvé-las, determinamos os pontos onde a base vale 1 e o expoente estd bem definido. Depois
determinamos os pontos onde o expoente se anula e a base estd bem definida e é n3o nula. O
conjunto solugdo serd a unido desses dois conjuntos, como veremos a seguir. Essa propriedade,
como a primeira, também é uma consequéncia da definicdo de poténcia.

Exemplos

# (z—-1)*=1
Passo 1: Pontos onde a base vale 1.
r—1=1 <= z=2.
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Passo 2: Pontos onde o expoente se anula e a base nio.
O expoente sé se anula em = =0 e nesse ponto a base vale:

x—1] _,=-1#0.

Portanto, a equagao tem exatamente duas solucdes: 0 e 2.
(22 —2x—-2)"2=1
Passo 1: Pontos onde a base vale 1.

22—r—2=1 < 2°—-z-3=0 <+— leii\/zlm — g VI3

Passo 2: Pontos onde o expoente se anula e a base njo.
O expoente sé se anula em z =2 e nesse ponto a base vale:
?—x—-2] _,=4-2-2=0.

Portanto, o conjunto solu¢do é S = {Lﬁ}

(22 — 22 —2)"3 =1

Passo 1: Pontos onde a base vale 1.

Temos que:

?-2r-2=1 <<= 22-2r-3=0 <= (z-3)(z+1)=0 <= =3 ou z=-1.

Portanto, —1 e 3 sdo solu¢bes da equagdo inicial.

Passo 2: Pontos onde o expoente se anula e a base no.
O expoente sé se anula em = —3 e nesse ponto temos:
a? —2r—-2] . =94+6-2#0 .. x=-3 ésolugdo da equagio inicial.

Assim, o conjunto solugdo da equagio inicial ¢ S ={-3,-1,3}.

Vamos agora relembrar mais algumas propriedades, conseqiiéncias da propriedade anterior
e que nos permitirdo resolver novas equacoes.

Para base 0 < b# 1 e expoentes a,3 € R:
b =b° <— a=2g.

Para expoente a« > 0 e bases a,b > 0:
a® = b* <= a =0b>.
Essa propriedade também é verdadeira para expoente negativo, desde que as

bases sejam positivas (> 0).
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Exemplos

20=2 = z=3. # (142)"=2" — 1+a22=2.
0,1le1-1 =013 <« |z[-1=3. g (1+]a)" =202 = 14|z =4.
2,257 = 22201 «—  3p=2z+1. # (2+2)30 =25 = 2+a2t=72.
022" =02""% <= 2r=1-y. # 17 =27 = |z+1]=2.
V3 =22 —1|V® = |z|=|20-1]. # (142222 =20 = 1+22=2.
Note que:

w 0 =0°, Ya,B > 0. Em particular, ndo podemos concluir que a = f3;
w 1* =17, Ya,B € R. Aqui, também n3o podemos concluir que a = f3;
w g0 =80, Va,b##0. Em particular, ndo podemos concluir que a = b.

Isso mostra que para resolvermos equacdes usando as propriedades da tabela acima ndo podemos esquecer
das hipdteses sobre a base e o expoente.

20 — 132 =532 — |[22-1]=5.

No entanto, ndo podemos afirmar que: z*/° =245 «— =2
pois a base x pode assumir valores negativos. Repare que x = —2 também ¢é solugdo.
Como 1+ z* nunca se anula, podemos escrever:

(1+2H)™=3" <= 1+a*=3.

A lltima regra que acabamos de ver tem uma versao mais geral quando o expoente « é
um ndmero racional

Quando o > 0 € uma fracdo irredutivel
com numerador impar, e denominador
impar, temos:

Quando o« > 0 é uma fracdo irredutivel
com numerador par, temos:

BESUE - S=s @SS o VD EIL a“=b* < a=b,Va,beR

Essas propriedades também valem para expoente negativo, desde que as bases a ,b sejam
ndo nulas.

Exemplos

% 225 =(y—1)° = z=+y-1).
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% (22— 1P =(2+2)13 = [2-1" =@+ = @ -12=z+2.

# (22— 1) = (1+22))%? = 22-1=1+2z|

ja que os valores que anulam as bases n3o s3o solugdes da equacio z2 —1 =1+ 2|z].

# (2—-2)8=(1-20)"% —= 2-2=4+(1-212)

pois os valores que anulam as bases ndo sdo solu¢cdes das equagbes = — 2 = +(1 — 2z).

2 Poténcias e relacao de ordem

Para base b > 1:
b < b®? =
b > b =

a<p (1)
a>f (2)

quaisquer que sejam a, 3 € R.

Para 0 < base b < 1:
a < B (3)
a > 3 (4)

quaisquer que sejam «,3 € R.

b > b —
b < b —

Essas desigualdades nos permitem comparar expressdes numéricas e resolver inequagoes,
como veremos nos exemplos a seguir. Elas continuam verdadeiras quando trocamos em (1),

(2), (3) e (4): "<" por “<" e ">"
consequéncias da primeira delas.

por “>". Essas quatro propriedades sdo, de fato,

Exemplos
B2 De: 29<3 5 Como: —7w < —3,1
Segue que: (\3/5)2’9 < (\3/5)3 Temos que:  0,27™ > 02731
o De: —V2> -3 : De: v2>1,1

Conclui-se que: 5-V2 > V3,
# 27 <28 = 2<3.
% 2237 <2920+ — 3 <2 +1.

# Temos que:

Concluimos que:  5V2 > 511,
® 20 > 1—y <+ 0,22 <02'7Y,

% 0,25 < 0,22t < 313 > z+1.

-32<-113< —7<-3<-291<-1,01 <-0,03<

91

<0<13<V2<205<3<vV11<20<21,09< =—.

3
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Logo,
(1,2)732 < (1,2) 7113 < (1,2) 7™ < (1,2) % < (1,2) 729 < (1,2) 710 < (1,2)7993 <
<(1,2)° < (1,2)"3 < (1,2)V2 < (1,2)2% < (1,2)% <
< 1.2V < (1,2)%° < (1,2)%8 < (1,2) 5
e

(0.8)7%>(0.8)7? > (0,8) 7™ > (0.8)7% > (0,8) % > (0,8)7 1" > (0,8)7 "% >
(0,8)° > (0,8)" > (0,8)V > (0,8)>* > (0,8)* >
> (0,8)V11 > (0,8)2° > (0,8)%1%9 > (0,8)% .

V

Temos ainda as seguintes propriedades para as poténcia:

Para expoente o > 0: Para expoente a < 0:

a®* <b* <— a<b (5) a®* < b* << a>0b (7)
a*>b <— a>0b (6) a® >b* << a<bd (8)
quaisquer que sejam a,b > 0. quaisquer que sejam a,b > 0.

Novamente, essas desigualdades nos permitem comparar expressdes numéricas e resolver
inequagdes,. Elas permanecem verdadeiras quando trocamos em (5), (6), (7) e (8): “<" por
“<" e ">" por “>". Essas quatro propriedades s3o consequéncias da primeira delas.

Exemplos

% De: 29<3 S Como: 7> 3,1

Segue que: 2,952 < 352 Temos que: 772 < 3,172,
5 De: x>14 B2 Como: V2>14

3 4

Segue que: V2> (1,4) V2 > (1,4) ﬁ. Temos que: (ﬂ)ﬁ > (1,4)\/§ > (1,4)1’4.
# |z <22 -12 <= |z| <[22 -1 # x+1"<2" = |z+1|<2
% (14 |z)"23 > 2723 — 14|z <2 # (1422 V3 <29 V3 — 1+42%2>29
# Note que:

1w 2 < 3, no entanto n3o podemos concluir que 2° < 3% pois 20 =1 =39;

1w () < 1, no entanto ndo podemos concluir que 0~ > 17! pois 07! n3o esta definido.
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5 —2 < —1, no entanto ndo podemos concluir que (—2)? < (—1)? pois (=2)2=4> 1= (-1)2

# Temos que
23
1,01 <vV2<23<3<m< T < 6,001 < 27 < 10,001 < 111.
Consequentemente,
T 23\7
(1,01)" < (V2)" < (23)" <37 < 7" < (Z) < (6,001)™ < (21)™ < (10,001)" < 1117
e
23

1L01) ™ > (V2) "> (23) >3 T s a7 > (Z)_ﬁ > (6,001)"™ > (27)"™ > (10,001)"" > - -

Exercicios resolvidos

1. Use a estimativa 1,4 < v/2 < 1,5 para mostrar que 2v/4 < 2V2 < 2v/2.

Das propriedades de poténcia com base superior a 1 temos que:

14<V2 <15 <= 20 <2vV2 cold o 210 < 2V2 <218
= 25 <2V2 <28 e V2T <2V < \/23
= 2V1<2V? <2V2

como pretendiamos demonstrar.

2. Resolva as equacoes:
(a) 5T — 521:—1 (b) 2w2—1 =1 (C) O?zl—w — 0,221:-{-1 (d) 21—:::2 — 421:-‘,—1_

Para isso vamos usar as propriedades das poténcias.

(a) Temos que 0 < 5 # 1. Assim sendo, podemos concluir que:

5 =5%"1 = g=2r-1 <= wx=1. Portanto, S={1}.

(b) Primeiramente, observemos que: 1 =2°. Como 0 < 2 # 1 segue que:

271 21 = 271 =20 e 22-1=0 <= az=+1. Logo, S={+l1}.

(c) Temos que 0 < 0,2 # 1. Assim sendo, resulta que:

0277 =02t «— 1-2=2r+1 <= x=0. Assim, S=1{0}.
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(d) Note que: 421 = (22)22+1 = 24242 Agora, como 0 < 2 # 1 resulta que:

2

gl=a® _ 2o+l ol=® _odet2 o 1 _ 22 4p 49 = 224dr41=0

e —4i\2/16—4: —412\/3__%[\/3

— =
2

Consequentemente, S ={-2++/3}.

. Resolva as equacoes:

@) &+ 1|7 = 27 (b) (1+22)V2 = 21/V7 () (1+z)** = 4.

Para isso, voltemos as propriedades das poténcias.
(a) Nesse caso, o expoente é positivo e as bases sdo maiores ou iguais a zero, logo, podemos escrever:
[z+1"=2" — [x+1=2 < z+1=42 << z=1 ou xz=-3.

Logo, S ={1,-3}.

(b) Comegamos observando que: 21/VZ — 9v2/2 — (\/5)\/E Assim, como expoente e base sdo
positivos, teremos:

(1422)V2=2/V2 — (1+x2)ﬁ:(\/§)ﬂ = 1+22=V2 = 22=v2-1

<= o:::I:\/\FQfl. Portanto,S:{:t \ffl}.

(c) Novamente, como base e expoente s3o positivos, resulta que:

1+12)"? =14 = (Q+))*? = @332 = 2332 = 14 |z|=2"3=2{2
= |z|=2V2-1 <= z=%02V2-1). Assim, §={£(2v2-1)}.

. Resolva as equacoes:
(@) A —a?)7® = (z—2)7/° (b) (8 — |z)?/® = (2|z| + 1)*/5.

Nesse exercicio os expoentes sdo racionais positivos. Vamos entdo aplicar a regra para tais
expoentes.

(a) Nesse caso temos:

1-a)P=@2-2)" —= 1-2?2=2-2 < 2>’42-3=0

—1+v1+12 —1+£+/
— a::i—i_ — xzilg.
2 2

—14++/13
Portanto, S = {#}
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(b) Temos que:

(3—|z))?5 = (2z] +1)¥° = 3—|z|==%@2|z|+1) <= 3[z|=2 ou |z|=—4
= |z|]=3/2 = x=43/2.

Logo, & = {£3/2}.

. Resolva as equacoes:
(@) z=3/5 = (2 — x2)~3/5 (b) (% —x)~2%/3 = (2?2 4+ = — 2)~2/3,

Nesse exercicio as poténcias tém expoentes racionais mas, negativos. Assim, ndo podemos
ter solugdes que anulam uma das bases.

— 5 — . ~
(a) Para resolver 273/ = (2 — 22)73/5 basta resolver = = 2 — 22 e considerar apenas as solucdes
que n3o anulam as bases das poténcias.

Temos entdo que:

2

r=2-2 <= 2’+2-2=0 <= (2+2)(z—-1)=0 <= x=-2o0u x=1.

2

Além disso, esses valores de x nao anulam nem x nem 2 — z* que s3o as bases das poténcias na

equagdo inicial. Logo, & ={1,-2}.
(b) Nesse item comegamos resolvendo as equagdes 22 —x = +(2? + 2 — 2):

2 —x=4(2* +2—-2) z(x—1)=+(x+2)(x—1)

<~

— z=1ou z==x(z+2)

<— =1 ou 2z =-2

<— =1 ou x=-1.

Voltando 3 equagio inicial (22 —z)~%/3 = (2® +x—2)~2/3 verificamos que = = 1 anula a base 22—z .
No entanto, © = —1 n3o anula nem 22 — 2, nem z2 4+ 2z — 2. Consequentemente, S = {—1}.

. Resolva as equacoes:

2
(a) 4= +2* =6 (b) 3=+1 4 32-1 = 10/3 () (V5)" x5 =+5.
Vamos usar mudancas de varidveis para resolver as duas primeiras equagdes.

(a) Temos que: 4% +2* =6 <= 22 4+2°=6 <= (29”)2 +2% =6.
Seja z = 2%. Assim, a equa¢do acima toma a forma:
P 42-6=0 <= (2+3)(2-2)=0 <= 2=2 ou z=-3.

Para voltar a varidvel inicial devemos fazer:

Passo 1: z=2. Passo 2: z = —-3.
Assim, Assim, —3 = 2% que n3o tem solugdo pois
2=2" «— x=1. 22 >0, Vx eR.
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Portanto, o conjunto solu¢do da equacdo é S = {1}.

(b) Temos que: 3°F! 43771 =10v/3 <= 3x3%+3%/3=10V3.

Facamos a mudanga de varidvel z = 3*. Com essa nova varidvel z a equag¢do toma a forma:
3242/3=10V/3 <= 924+2=3x10V3 — 2=3x3"2 — »=3%2
Assim: 37 =332 = 2 =3/2. Consequentemente, S = {3/2}.

(c) Nesse item, temos que:

2 :
(VB) x5 =5 = 5°72x5" =53 = 22/242=1/3 <= 324+60-2=0

. —6++36+24 —6+£60 —6+£215 —3+£15
o 6 o 6 B 6 o 3

5
<~ =—-1+ - .
* V3
5
Consequentemente, S =<—1=+ 3 (

. Quais das afirmacoes a seguir sdo verdadeiras ?

(a) 52/3 > 53/% (b) 1,01%31 > 1,01%® (c) (\/5)_0’3 > (\/5)_0’4 (d) V11 > V112.

—

Para isso, vamos usar as propriedades que permitem comparar poténcias.

(a) Temos que 2 < 2 pois 8 < 9. Assim, como a base b =5 > 1 segue que b2/3 < b3/* | ou seja,
52/3 < 53/4 Portanto, a afirmacdo ¢ falsa.

(b) Nesse caso temos que 0,31 > 0,3. Como a base b = 1,01 > 1 segue que b*3! > %3 ou seja,
1,01931 > 1,0193. Portanto, a afirmac3o é verdadeira.

(c) Temos que 0,3 < 0,4. Logo, —0,3 > —0,4. Como b= /2 > 1, segue que b=%3 > b=04 isto §,
(\/5)_0’3 > (\/5)_0’4. Consequentemente, a afirmac3o é verdadeira.

(d) Temos que /11 =113 e v/112 = 112/5. Por outro lado, temos que % < % pois 5 < 6. Assim,
como b= 11> 1 segue que b'/3 < b%/5 ou seja, 11'/3 < 112/5. Mostramos assim que /11 < v/112
e portanto, a afirmacdo em quest3o é falsa.

. Coloque em ordem crescente os seguintes nimeros:
(@) V7 ;5 2v2 ;5 7/4 5 /2
(b) 0,3V7 ; 0,32VZ ; 0,37/4 ; 0,37/2
23 1/ 97 2.3 1/2v/2 2.3 4/7 2—+/3 2/m
o) ) o a) v
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Novamente, vamos usar as propriedades que permitem comparar poténcias.

(a) Com uma méquina de calcular podemos obter as seguintes desigualdades:

T/2 <T/4 < VT <2V2.

Vamos agora demonstra-las, usando nossos argumentos.

Temos que:
T/2<T/4 = w<T7/2 <<= 7<3,5.

Isso mostra que a primeira desigualdade é verdadeira, pois 7 < 3,2 < 3,5.
Passemos agora a prova da desigualdade 7/4 < ¥/7:

7. . . ,
Z<\3ﬁ = T<4VT = TP<PxT = T<4 = 49<64

o que mostra que a desigualdade 7/4 < /7 é verdadeira.
A desigualdade V7 < 24/2 é verdadeira pois, IT<2<2/2.

Evidentemente, para resolver esta questdo ndo precisdvamos usar uma mdaquina de calcular. Apenas
terifamos um pouco mais de trabalho para estabelecer as comparagdes.

(b) Como 7/2 < 7/4 < {7 < 2v/2 e a base b satisfaz 0 < b= 0,3 < 1, segue que:

b2 s 074 S pVT S 52Y2 ouseja 0,372 > 0,374 > 0,37 > 0,32V2.

. 2-v3 :
(c) Nesse caso, precisamos saber ss ————— ¢ maior ou menor do que 1. Para isso, comecemos com
V3—V2
a desigualdade a seguir:
2-3
m<1 —= 2-V3<V3-V2 —= 24+V2<2V3 = 4+2+4/2<12

= 4/2<6 <= 2/2<3 = 8<9.

Isso mostra que a fragdo acima é menor do que 1. Por outro lado, de m/2 < 7/4 < V/7 < 2v/2 segue
que

2/m > 4)7>1/V7>1/2V2.
Consequentemente,
Gl %)~ %) (=)™

. Coloque em ordem crescente os seguintes nimeros:
(@) —=% ; —12,01 ; —V63 ; —3=w
(b) 4—71’2 ; 4—12,01 ; 4—\/@ ; 4—37r

(c) (3 — \/3>_”2 ; (3 — \/E>_12’01 ; (3 — \/g>—\/§

H (3 - \/g)_sﬂ .
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Facamos como no exercicio anterior.

(a) Fazendo estimativas desses nimeros numa maquina de calcular, podemos obter a seguinte ordenag3o:
V63 < 31 <72 < 12,01.

Vamos agora mostrar, com os nossos argumentos, que elas s3o verdadeiras.

Temos que: V63 <8 <9 < 37 < 72 < (3,2)? = 10,24 < 12,01. Segue ent3o que

—V63 > =31 > —71? > —12,01.

(b) Como a base b=4 > 1 resulta que: b~V > p=37 > p=" > p=1201 oy seja,

4mVE8 5 g8 oy 412,01

(c) Nesse item precisamos saber se 3 —+/5 é maior ou igual a 1. Temos que

2<vV5<3 «— -2>-V5>-3 < 3-2>3-5>3-3
— 1>3-v5>0.

Assim, temos que 0 < 3 — V5 <1. Logo,

_71—2

(3 - \/5)_m

< (3 _ \/3)_% < (3 _ \/5) < (3 _ \/3)_12’01.

Resolva as inequacoes:
(a) 27" 8 < 22= (b) 0,5/71-1 > /0.5 (c) 0,23 < 0,2 (d)4® -6 x2*+8<0.

Vamos resolver essas inequac¢oes lancando mao das propriedades de poténcia que aprendemos.
No entanto, podemos resolvé-las com os argumentos desenvolvidos na Licdo 12 pois todas as expressoes
associadas as inequac¢des desse exercicio s3o expressdes que variam continuamente em seus dominios de
definicao.

(a) A base b=2> 1. Logo, podemos escrever:
2770 <92 2? - 3<2 = 2®-20-3<0.

Resolvendo a inequacdo x> —2x —3 < 0:

Temos que:
2 -2r-3=0 <= (z-3)(z+1)=0 <= x=3 ou x=-1

Como o coeficiente do termo do segundo grau vale 1 > 0, segue que x? —2x—3 < 0 quando, e somente
quando —1 < z < 3. Portanto,

278 £ 9% e g (—1,3).
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(b) Nesse item a base 0 < b=0,5 < 1. Assim, podemos escrever:

05771 > /05 «— 057715057 —= |z]-1<1/2 << |z]<3/2
= z€(-3/2,3/2).

(c) Aqui, a base 0 <b=0,2< 1. Logo:
0237 <02 = 3r>22 < 122-33<0 < 2(z—3)<0
— 2z€][0,3].
(d) Com a mudanca de varidvel z = 2% a inequagdo 4 — 6 x 2* + 8 < 0 toma a forma:
22 —62+8<0 = (2-4)(2-2)<0 <= 2<z<4.
Voltando a varidvel inicial, obtemos:

45 6 x2T+8<() = 2<2°<4 < 21<27<? = 1<z<2.

. Quais das afirmacoes a seguir sao verdadeiras ?

(a) 3,121 > 3,012 (b) 0,017°%3 < 0,1-%3 (c) ({’/5)_0’3 > (\/5)_0’2 (d) <‘;)W < (2)77

Passemos a comparacdo dessas poténcias.

(a) Temos que 3,1 > 3,01. Assim, como o expoente a = 2,1 > 0 segue que 3,1* > 3,01%, ou seja,
3,121 > 3,01%!. Portanto, a afirmacio é verdadeira.

(b) Nesse caso temos que 0,01 < 0,1. Assim, como o expoente a@ = —0,3 < 0 segue que 0,01* > 0,1%,
ou seja, 0,017%3 > 0,1793. Portanto, a afirmacdo é falsa.

(c) Temos que

—0,2
’ —_ 270,2/2 _ 270,1

(\3/57)—073 _ 570’3/3 — 570,1 e (\/i)
Nesse caso, o expoente a = —0,1 < 0 e 5 > 2. Logo, 5% < 2%, isto é, 570! < 2701 Consequente-

mente,
—0,3

—0,2
(\3/5) < (ﬁ)
mostrando que a afirmac3o é falsa.
(d) Temos que 2 > 2 pois 20 > 14. O expoente o =7 > 0. Segue entdo que (4/7)* > (2/5)®, isto
é,

4\" - 2\"

7 5
demonstrando assim que a afirmacg3o é falsa.
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Para responder essa pergunta, precisamos comparar os expoentes e saber se a base é maior
do que 1 ou se estd entre 0 e 1.

12. Qual o maior dos nimeros: (

Vejamos:

e Sobre os expoentes, temos que:
1 2 ; . . .
— < = I = r<2¥T = rP<8xT << 1° <56
Naa 2
Para verificar que essa ultima desigualdade é verdadeira, lembremos que:
T<32 <<= 7 <(3,2)°%=232768.

Agora, podemos concluir que 7 < 56 e, conseqiientemente, acabamos de demonstrar que

2

Sl-
\]

e Sobre a base, temos que':

2++3
m<1 —= 24V3<V6-vV2 = 2+V2<V6-V3

= 444V2+2<6+3-6V2 <= 10vV2<3

demonstrando que, de fato,

2+3 .
V6 -2

Agora, de (14.1) e (14.2) podemos concluir que

1. (14.2)

() (3

13. Qual o maior dos nimeros: V5 ou V3 + \/8 —+V60 ?

Para responder essa pergunta fagamos:

VE<V3+1/8—-vV60 = V5-v3<8-V60 <= 5-2V15+3<8—-60
— V60<2V15 < V60<V60

que é falso.

!Note que o numerador e o denominador da fracio sio positivos.
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Por outro lado, trocando o sinal de “ < ” pelo de “ > " obteremos:

VE>V3+1/8—-v60 <= V60> 60
Isso nos garante que V5 =3+ 18— 60 .

Coloque em ordem crescente os seguintes nimeros:
(@Vv7; 3; 25; =«

AW Vi, V3
(b)(ﬁ) ; 3Y2 ., 2,5V2 ; gVv2

—0,1
(C) (ﬁ) ; 3—0,1 ; 2,5—0,1 ; 7T—0,1
T—v11
(d) (ﬁ) ; gm—V1ii ; 2’577—\/11 ; VT

Deixemos de lado a ajuda da maquina de calcular.

25 5
(a) Temos que 2,5 = =3 Agora, para comparar 5/2 e /7 fazemos:
5

§<\ﬁ — b5<2/7T < 25<28

mostrando assim que 2,5 < /7.
Por outro lado, temos que: V7 < 3 < . Resulta ent3o que:

25 <V7<3<m.

(b) Como 2,5 < V/7<3 < eoexpoente a =+/2 > 0 segue que
V2
2,5Y2 < (\ﬁ) <3VZ V2,

(c) Nesse caso, como o expoente @ = —0,1 < 0 teremos:

—-0,1
2,501 > (\f?) > 3701 5 7701,

(d) Para ordenar os nimeros desse item precisamos apenas saber se o expoente « = m — /11 é ou n3o
positivo. Para analizar o sinal de m — v/11 comegamos com a desigualdade:

<Vl < w’<l1l.

Assim, para mostrar que 7 < /11 basta mostrar que 72 < 11.

No entanto, sabemos que: 7 < 3,2. Consequentemente, 72 < 3,22 = 10,24 < 11. Sendo assim,
concluimos que 7 < 4/11 e consequentemente, o = 7w — /11 < 0. Portanto,

> 3m—VIL 5 pr—VIL

«@ T—+11
2,5% > (\ﬁ) > 3% > 7% ou seja 2,5”*‘m > (\ﬁ)
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15. Qual o dominio e o quadro de sinais da expressio (5 — 2x)% 15157

Para responder essa pergunta vamos, primeiramente, determinar a fragcdo irredutivel que é
geratriz da dizima periddica 2,1515...

Para isso, seja z = 2,1515...
Assim, 100z = 215,1515... e teremos:

100z — z = 215,1515... — 2,1515... =215+ 0,1515... —2 — 0,1515... = 215 — 2 = 213.

Resulta dai que
213 71

99 33
Portanto, a fragdo irredutivel que é geratriz da dizima em questdo é a fragdo 71/33. Nesse caso, a
expressdo (5 — 2x)?1°15- toma a forma

(5 — 22) 31015 = (5 — 22)TV/33 = 3/(5 — 22)T1 (14.3)

a qual estd bem definida para todos os valores reais da varidvel = ja que o indice da raiz na expressao
acima é impar. Assim sendo, a expressdo (5 — 22)%1515+ est4 bem definida em toda a reta R.

92=213 <+— =z=

2,1515...

A expresséo a direita em (14.3) também nos garante que o sinal de (5 — 2x) é o mesmo sinal de

5 — 2x, ou seja, sobre a expressio (5 — 2x)?151%- podemos garantir que:

e se anula apenas em = =5/2;
e ¢ positiva em (—00,5/2);

e ¢ negativa em (5/2,00).

xVZ? _ g™

16. Qual deve ser o quadro de sinais da expressao . ?
T —

Nessa expressdo temos que:

e O denominador se anula quando, e somente quando, = = 2;

O numerador sé estd bem definido para = > 0 pois os expoentes s3o irracionais;

O numerador se anula quando, e somente quando, x =0 ou x= = 1.

Além disso, como /2 < 7, concluimos que:

o V2 < g7 quando z >1 <= V2 2m <0 quando = > 1;

o V2> g7 quando 0 <z <1 <= V227 >0 quando 0 < x < 1.

Assim, os quadros de sinaisde =z —2 e V2 — 2™ s3o da forma:

__sinal de sinal de

++++++++++++++ O : :
2 T — 2 0 1 a:\/i—x”
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V2 g7

r—2

7

Consegéntemente, segue das informagdes acima que o dominio de definicdo da expressio

o conjunto [0,2) U (2,00) e seu quadro de sinais é mostrado a seguir.

Q 4+ 0 ____nd ;. sinal de
0 1 2 VI gm
r—2
8% _ 71.2:0
17. Qual deve ser o quadro de sinais da expressao . ?
—x
Temos que
8T _ 71.2.'E 8T _ 7T2 T
= (") para x # 1.
1—x 1—z
Consideremos ent3o a expressio
8T _ (7.[.2)x
1—z

Nessa expressdo temos que:

e O denominador se anula quando, e somente quando, =z =1;

e O numerador estd bem definido para todo € R pois as bases das poténcias envolvidas sdo
positivas;

e Além disso, como 8 < 72, concluimos que:
o 8 < (72)" quando 2 >0 <= 8 — (72)" <0 quando z > 0;
o 8> (72)" quando 2 <0 <= 8 — (72)" >0 quando z < 0.
e Do item anterior segue que o numerador da expressio em estudo se anula quando, e somente

quando, z =0.

Assim, os quadros de sinais de 1 —x e 8% — (7T2)I s3o da forma:

_sina/ de sinal de

t++t+++trtrrtr++ 0 - — - t+++++r+rt+t 0 -
1 Il =@ 0 8“‘—(7r2)x

. o 8% _ 7T2m )
Donde concluimos que o quadro de sinais de B é dado por:
T

t++++++++0 ———_nd . sinalde

0 1 8% _ 2@

=5

18. Resolva as inequacoes:
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(@) |z — 2|~ >3~ (b) (1+22)* < V2
(c) 3+ :zcz)‘/E < (222 +1)V2.
Vamos resolvé-las usando as propriedades de poténcia que aprendemos.

(a) Note que a expressdo a esquerda do sinal da desigualdade n3o estd bem definida para © = 2.

Para x # 2 as bases sdo positivas e:
e =277 >3 «— |z—2]<3.

Por outro lado: |z —2| <3 <+= -3<2-2<3 <= -—-1<z<5.
Portanto, o conjunto solu¢do da inequagdo em estudo é S =(—1,5)— {2} =(-1,2)U(2,5).

(b) Temos que (1 + x2)2 < Y2 =2921/3 =92/6 — ({’/5)2 onde bases e expoentes s3o positivos. Logo,
(1427 < (V2)" = 1+2°<¥2 « - (V2-1)<0.
Do estudo de sinal de trindmios, concluimos? ent3o que o conjunto solugdo é o intervalo

S:{—\/S/i—l,\/%—l}.

(c) Nessa inequagdo, expoentes e bases sdo positivos, logo:

B+a)? < (@2 +1)Y2 = 3+22<2P+1 = 2<a2? = 22-2>0.
Novamente, do estudo de sinal de trinbmios, obtemos que

S=(-00,—V2]U[V2,00).

Resolva a inequacdo (3z)%/3 > (22 + 2)2%/3.

Nessa inequagdo os expoentes sdo positivos mas a base do membro esquerdo da inequacdo

pode assumir valores negativos. Para resolvé-la vamos usar os argumentos® desenvolvidos na Licdo 12.
Para isso, devemos estudar o sinal da expressao associada a inequacao, qual seja

(3%)2/3 . ((E2 . 2)2/3

cujo dominio de definicdo é toda a reta. Vocé aprenderd nos cursos de Caculo que essa expressio varia
continuamente em seu dominio de definicdo.

Estudo do sinal de (3x)%/3 — (22 4 2)2/3

ZNote que v/2—1> 0 e portanto, v/ V2 — 1 ests bem definido.
3Vocé também pode tentar resolver essa inequacio observando que

(Bz)** > (2> +2)°7 =  @z)*? > («® +2)*°
Repare que a inequagdo a direita possui expoente positivo e bases maiores ou iguais a zero.
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= Resolvendo a equagdo (3z)%/% — (22 4 2)%/3 =0:

(32)*2 — (12 +2)** =0 = (0P =("+2*® = 3Br=+(2>+2)
< 2°-32+2=0 ou 2*+32+2=0
— (z-1)(x—2)=0 ou (z4+1)(z+2)=0

0 0 0 0 Dominio de

S={-2,-1,1,2}.

2 (30)3 — (22 +2)%

1z Teste de sinal em (—oco0,—2):

Em 2 =-3 € (—o0,—2) temos:

(32)%/3 — (a2 +2)2/3] = (=9)*® - 11%/3 = 92/3 —112/3 < 0 (-).
i Teste de sinal em (—2,—-1):

Em 2 =-4/3€(-2,-1) temos:

2 2

(82)%° = (22 + 9], __, = (-3 — (¥ +2)F = (¥)" - (%) >0(+).
i Teste de sinal em (—1,1):

Em z=0€(-1,1) temos:

(3z)%/3 — (2? +2)%3] _, =0-22/3 <0 (-).
1z Teste de sinal em (1,2):

Em 2 =4/3€(1,2) temos:

2 2

(32)2/3 — (a2 + 2)2/3]00:4/3 —4f — (16 1 9)F = (%>3 B (%4)3 >0 (4).
1z Teste de sinal em (2, 00):

Em 2 =3¢ (2,00) temos:

(32)%/3 — (z2 +2)2/3] _, =95 —115 <0 (-).

== 0 #4944+ 0 ======== 0 ++ 4+ 0—— — sinalde
-2 -1 1 ‘

Finalizando o estudo do sinal:

2 30)3 — (22 +2)%

Conclus3o:
(32)23 > (22 +2)?° «— =rze[-2,-1]U[1,2].
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10.

. Resolva as equagdes:

(a) 2* =128 (b) 3* =243
(c) 5* =1/625 (d) 3221 =81
(e) 745 =73 (f) 43* = 64.
. Seja A > 0. Resolva as equac¢des:
(@) (A7)T = ()" (b) (A)? = (A7)
(c) Az = \* (d) 100 x 10 = /10007 .
Resolva as equagodes:
(a) 23" =512
(b) 3v+t —3o=1 4 3273 _ 324 = 654
81 _2
(c) e gdta—2
13 208
@ 5= 5%

Determine as solucdes de 52 —10x5%+25 = 0.

Resolva a equacio
374371 43724373 4374 1 3775 = 1092

Resolva 4711 416 x 42 = 5 x 4%,

. Quais das afirmagdes a seguir sdo falsas e quais

s3o verdadeiras ?

(a )203 <20t (b) (1/2)05 (1/2)™°
(c) 37 <302 (d) (1/3)¥2 > (1/3)1
()3f>3 (f)o2f>o,2

(@ 7 2<x?  (h) (1/5)7° > (1/5).
Resolva as inequagdes a seguir.

(a2 >1

(b) (5)" =1

() (3)" >1

@ (&) =1.

Resolva as equagdes:
(3) o+ 122 —0;
( ) |$— 2|x 3_2z2 2z =1.

Coloque em ordem crescente os seguintes
ndmeros:

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) 15 5/3; 2/V/3; n/v2
(b) 05 0,52/V3; 0,553 057/ V2
(C) 55/3; 2/V3 . 57r/\[ 5
Tr/f 2/\/3
@ ()" () A
) ( VE_1 )5 3.
+ \Ve—v2

Coloque em ordem crescente:

(a) 771'2 ; —m//05 5 —9,2; —/82

(b) 577" ; 5792 5V82, 5-7/VO5

(c) 0,277 ; 0,279%; 0,27V82; 0,277/VOP

(d) (V7 - f) V- vB)
(VT-v3) V% (Vi vE) Y

Resolva as inequagoes:

(@) |z +1]73>473
o3

(b) (242 V3 < (22 +2)
(c) A—a?)3> V2
()(2973)2/5 (3z% +1)%/5.

Estude os sinais das expressbes a seguir, assu-
mindo que tais expressdes variam continuamente
em seus dominios de definic3o.

(0) e 17 - 2%
(b) (2 +22)3/2 — 243
(c) (2 — 3x)%/3 4 21073

Resolva a equacdo 9%° x 32% = 27.

Resolva a inequacado 9e’ x 32 < 27 usando as
propriedades de desigualdade de poténcias.

Resolva a inequacio 9% x 32 > 27 usando
o método de estudo de sinais da expressao as-
sociada. Aqui também, a expressdo associada
varia continuamente em todo o seu dominio de
definicao.

Seja a € R*. Determine as solucGes da equacdo

=1.



15

Graficos

Nesta licdo vamos estudar graficos de expressdes e algumas operagdes que podemos realizar
sobre tais graficos. Isso nos permitird a construcdo de outros graficos. Vamos aproveitar
a oportunidade para esbogar graficos de poténcias e de exponenciais, estudadas no capitulo
anterior, e analisar algumas de suas propriedades. Os graficos foram feitos usando um software
apropriado.

1 Expressoes pares e expressoes impares

Dizemos que uma expressdo E(x) é par quando satisfaz as seguintes condi¢oes:
e seu dominio é um subconjunto da reta, simétrico em relacdo a origem;
e E(—x) = E(x) para todo = do dominio.

Dizemos que ela é impar quando:
e seu dominio é um subconjunto da reta, simétrico em relagdo a origem;

e E(—x) = —E(x) para todo = do dominio.

Exemplos

# F(x) = x? é uma expressio par pois:

e seu dominio é toda a reta, que é um conjunto simétrico em relagcdo a origem;

o E(—x)=(—2)? =2% = E(z) paratodo r € R.

# E(r) = 2® é uma expressdo impar pois:



Licao 15 Secao 1: ExpressOes pares e expressoes impares

e seu dominio é simétrico em relagdo a origem como observado no exemplo anterior;

o E(—x)=(—2)>=—2%= —FE(x) paratodo z € R.

# FE(x) =1/x é uma expressio impar pois:

e seu dominio é o conjunto (—o0,0)U (0,00), que é um conjunto simétrico em relagdo a origem;
o F(—z)=1/(—x) =—1/x = —E(x) para todo x € R — {0}.

% F(xr) =+4—x? é uma expressdo par pois:

e seu dominio é o intervalo [—2,2] que é um conjunto simétrico em relacdo a origem;
o E(—z)=+/4—(—2)2 =V4— 2% = E(x) para todo z € [-2,2].

A seguir mostramos os graficos de 22 , 23, 1/z e /4 — 22,

Existem expressdes que ndo sdo pares, nem impares. E o caso da expressdo F(z) =x+1.

e Ela ndo é par pois: E(—2) # E(2).
Note que E(—2)=—1 e E(2)=3.

e Ela ndo é impar pois: E(—1) # —E(1).
Note que E(—1)=0 e —E(1) = —2.

O gréfico de uma expressdo par é simétrico em
relagcdo ao eixo das ordenadas. Essa simetria é mos-
trada na figura ao lado. Ela nos diz que, se sabemos
construir o grafico de uma expressao par a direita da
origem ent3o sabemos construi-lo a esquerda e vice-
versa: basta refletir cada ponto do grafico em relacdo
ao eixo das ordenadas.

E(—z) = E(z)

(—e,B(-z)) —

7 (2.E())

Por sua vez, o grafico de uma expressdo impar é simétrico em relacdo a origem do sistema
de coordenadas. Exibimos essa simetria na figura a seguir, a esquerda. Tal simetria nos garante
que, se sabemos construir o grafico de uma expressdo impar a direita da origem ent3o sabemos
construi-lo a esquerda e vice-versa: basta refletir cada ponto do grafico em relacdo a origem.
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Licao 15 Secao 2: Crecimento e decrescimento

Para facilitar a construgdo, fazemos isso da seguinte forma: primeiro refletimos os pontos em
relagdo ao eixo das ordenadas (pontos mais claros) e em seguida refletimos esses novos pontos
em relagdo ao eixo das abcissas, como mostrado na figura a seguir, a esquerda.

E(—z) = —E(x) E(—z) = —E(x)

\(I’E@)) )\(zyE(I))

N

(==, B(—=)) (—z,E(—=))

Também podemos construir o grafico a esquerda da origem, refletindo a parte do grafico a
direita da origem em relacdo ao eixo das abcissas e em seguida, refletimos esses novos pontos
em relacdo ao eixo das ordenadas. Isso é mostrado na figura acima, a direita.

2 Crescimento e decrescimento

Considere agora uma expressdo E(x) qualquer (ndo necessariamente par ou impar) e seja
I C R um intervalo ndo degenerado da reta, contido no dominio de E(x). Dizemos que:

e E(x) é crescente em I quando: E(y) > E(z) sempre que y >z, onde z,y € I.
Informalmente dizemos que E(x) aumenta quando x aumenta no intervalo I.

e E(x) é decrescente em I quando: E(y) < E(x) sempre que y > x, onde z,y € I.
Informalmente dizemos que E(z) diminui quando x aumenta no intervalo I.

Nas figuras a seguir exibimos a esquerda (resp. a direita) o grifico de uma expressdo
crescente (resp. decrescente).

E(z) < E(y)
X ' E(y)
RC
—e >
T < Y

Exemplos

% E(r) = x> é uma expressdo crescente no intervalo [0, 00). lIsso segue das propriedades das poténcias
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que acabamos de estudar: <y == 2% <y? paratodo z,y >0.
Ela também é uma expressdo decrescente no intervalo (—co,0].

E(xr) = 23 é uma expressdo crescente em [0,00). Isso segue, novamente, das propriedades das
poténcias: z <y = 2% <y3 paratodo z,y>0.
Ela também é crescente no intervalo (—o0,0].

8=

E(x) = 1/x é uma expressdo decrescente em (0,00): z<y — > = paratodo z,y > 0.

1
Ela também é decrescente no intervalo (—00,0).

E(x) = || é uma expressdo crescente no intervalo [0,00) e é decrescente no intervalo (—oo,0].

E(x) = 2® é uma expressdo crescente em toda a reta.

Colocadas as definices de expressdo crescente e expressdo decrescente, nossa intuicido
geométrica nos diz que:

e se uma expressdo par é crescente (resp. decrescente) num intervalo a direita da origem
entdo ela é decrescente (resp. crescente) no simétrico desse intervalo em relagdo a origem;

e se uma expressao impar é crescente (resp. decrescente) num intervalo a direita da origem
entdo ela é crescente (resp. decrescente) no simétrico desse intervalo em relagdo a origem.

A prova desses dois fatos ndo é dificil. Nas figuras a seguir exibimos essas duas propriedades.

e Na figura da esquerda temos o grafico de uma expressao par.

7 7

— A expressdo é decrescente a esquerda de —a e é crescente a direita de a;

— A expressdo é crescente no intervalo [—a,0] e é decrescente no intervalo [0,a].

e Na figura da direita temos o grafico de uma expressdo impar.

7

— A expressdo é crescente a esquerda de —a e é crescente a direita de a;

— A expressdo é decrescente em [—a,0] e continua decrescente em [0,a].
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Dadas duas expressdes E(z) e F(x) dizemos que E(x) domina F(x) num intervalo [
da reta quando E(x) > F(x) para todo ponto x € I. Nesse caso, também dizemos que F(x)
é dominada por E(x) em I.

Exemplos
# 22 domina x em [1,00) pois 22 > x em [1,00);
# No entanto, 22 é dominado por = quando z € [0,1];

# Dadas as expressdes 1/2% e 9/x* temos as seguintes equivaléncias quando x # 0:

1
2

9

- = 2’<9 = |[|z<3.

<

T x

Logo, a expressdo 9/x* domina a expressdo 1/x2 nos intervalos [~3,0) e (0,3].

3 Graficos de poténcias

Vamos comegar agora a estudar graficos de expressdes do tipo E(x) = x® para valores positivos
e negativos do expoente .

e Para a > 0 vimos que:
a expressdo x® cresce quando x cresce no intervalo [0,00), ou seja,
a expressdo E(x) = x® € crescente no intervalo [0 ,00) .
Outra informag3do valiosa sobre o grifico de ™ é a sua concavidade. Vocé aprenderda em
Célculo | como determinar a concavidade de graficos de expressdes. Nesse curso n3o temos

ferramentas matematicas que nos permitam determinar a concavidade de graficos, no entanto,
vamos assumir a seguinte informag¢ao sobre x®:

e Quando a > 1 dizemos que o grafico de * tem concavidade voltada para cima, a
direita da origem;

e Quando 0 < a < 1 ocorre o contrario: o grafico de x* tem concavidade voltada para
baixo, a direita da origem.

O caso o < 0 serd tratado mais adiante.
As duas primeiras figuras a seguir, mostram graficos de expressdes com concavidades volta-
das para baixo e as outras duas mostram graficos com concavidades voltadas para cima.
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x x x / x
~_

A grosso modo a concavidade transmite a seguinte idéia geométrica: ao se deslocar sobre
o grafico da expressdo, seguindo a orientacdo do eixo das abcissas, estaremos circulando no
sentido hordrio quando a concavidade estd voltada para baixo, ou no sentido anti-horario quando
a concavidade estd voltada para cima.

Diante dessas ideias, nossa intuicdo geométrica nos leva a afirmar que:

e se uma expressdo par tem concavidade voltada para cima (resp. para baixo) num intervalo
entdo ela também tem concavidade voltada para cima (resp. para baixo) no simétrico
desse intervalo em relacdo a origem;

e se uma expressdo impar tem concavidade voltada para cima (resp. para baixo) num
intervalo ent3o ela tem concavidade voltada para baixo (resp. para cima) no simétrico
desse intervalo em relagao a origem.

Isso é mostrado nas figuras a seguir.
e Na figura da esquerda temos o grafico de uma expressao par.

— O gréfico tem concavidade voltada para cima entre a e b, e entre —b e —a. Note
que (—b,—a) é o simétrico de (a,b) em relagcdo a origem;

— O gréafico tem concavidade voltada para baixo entre 0 e a, e entre —a e 0; nos
pontos a e —a estd ocorrendo uma mudanca de concavidade.

e Na figura da direita temos o grafico de uma expressao impar.

— O gréfico tem concavidade voltada para baixo entre 0 e b, e tem concavidade
voltada para cima entre —b e 0. Note que (—b,0) é o simétrico de (0,b) em
relacdo a origem ; na origem estd ocorrendo uma mudanca de concavidade.
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Outro fato relevante sobre as expressdes do tipo E(x) = z%, com « > 0 é que tais
expressoes assumem todos os valores reais positivos a medida que a varidvel x varia no intervalo
(0,00).

Vejamos !! Fixemos um nimero real K > 0. Vamos mostrar que x® assume esse valor
K em algum ponto do intervalo (0,00). E como fazer isso? Bem, se queremos determinar o
valor de & com a propriedade acima, devemos encontrar uma solu¢ao da equagao z® = K no
intervalo (0,00).

Mas isso é facil, pois para z € (0,00) temos que:

=K <= (iﬁa)l/a:Kl/“ — z=KY*.

Mostramos assim que E(z) = 2%, com a > 0, assume o valor K quando z = K'/®. De
fato, mostramos que esse valor K ¢é assumido uma tnica vez no intervalo (0,00).

Essa propriedade também serd verdadeira para expressdes do tipo E(x) = z%, com a <0
e as razdes para que isso ocorra serdo, exatamente, as mesmas.

3.1 Poténcia com expoente inteiro e positivo

Lembre-se que 1% =1 paratodo a € R. Isso significa que o grafico das expressodes do tipo x“
passa pelo ponto (1,1). Também sabemos que 0% = 0 para todo a > 0, ou seja, o grafico
de x“ passa pelo ponto (0,0).

Quadro II

'
'
'
'
\
'
A
20
Rl
I
)
il

L

\s

Quadro I

'\é _______

e As expressdes no Quadro I s3o todas elas expressées pares. Logo, seus gréficos sdo
simétricos em relagdo ao eixo y. Além disso, temos:

— como «a > 0 elas sdo crescentes em [0, 00);
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— e sendo pares, elas sdo decrescentes em (—o00,0];
— como « > 1 elas tém concavidade voltada para cima a direita da origem;
— e sendo pares, tém concavidade voltada para cima, também, a esquerda da origem.

e As expressbes no Quadro II s3o expressGes impares. Portanto, seus graficos sdo
simétricos em relacdo a origem do sistema de eixos coordenados. Além disso temos:

como « > 0 elas sdo crescentes em [0,00);

e sendo impares, elas também s3o crescentes em (—00,0];
— como « > 1 elas tém concavidade voltada para cima a direita da origem;

e sendo impares, tém concavidade voltada para baixo a esquerda da origem;

e Para > 1 vimos que:
1<:c<a:2<a:3<x4<m5<x8<x9<:1:20<1‘21;
e No entanto, para 0 < < 1 resulta:
I>e>a?>3 >t > >8>0 > 220> 22 > 0.

Note que as expressdoes dos Quadros I e IT sé se anulam quando x =0.

3.2 Poténcia com expoente racional positivo

Raizes:
Quadro III Ay N N
y=1 . P
. £
7 — E@=vz v E(x)
N E(z) = ¥z I o = 92
---—- E(z)= ¥z s s v
— E(l') = 2% .\5/ L E(x) - 2\1/5
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e No Quadro III as expressdes estdo definidas apenas para x > 0 ja que as raizes sdo
de indice par. Nao s3o expressdes pares nem impares. Além dissso temos:

— como « > 0 elas sdo crescentes em [0,00);

— como 0 < a < 1 elas tém concavidade voltada para baixo a direita da origem.

e No Quadro IV elas estdo definidas em toda a reta j& que as raizes s3o de indice impar.
Além disso, tais expressdes sdo impares, isto é, *"W/—z = —(2"+\1/£E ) paratodo n € Z*
exeR;

— como « > 0 elas sdo crescentes em [0, 00);

e sendo impares, elas também s3o crescentes em (—00,0];

como 0 < o < 1 elas tém concavidade voltada para baixo a direita da origem;

e sendo impares, tém concavidade voltada para cima a esquerda da origem.
11l 1l 11 1 1 :
e Como 1>5>5>73>5>35>5> 5 >3 teremos:
— Para > 1:
x>Nr >V > Y>> e > Ve > Ve > Ve
—Para 0< < 1:

O0<z<Vr<{yr<Vr<Jer<Jr<Jr<PYor<Yzr<l.

Poténcias de raizes:

Nos préximos quatro quadros, temos:
e O dominio das expressdes é toda a reta R;

e As expressdes do Quadro V sdo pares e a andlise sobre crecimento/decrescimento e
concavidade é a mesma feita para o Quadro I;

e As expressdes do Quadro VI sdo pares e a andlise sobre crecimento/decrescimento e
concavidade s3o as seguintes:

como « > 0 elas sdo crescentes em [0, 00);

e sendo pares, elas sdo decrescentes em (—o00,0];

como 0 < o < 1 elas tém concavidade voltada para baixo a direita da origem;

e sendo pares, tém concavidade voltada para baixo, também, a esquerda da origem.

e As expressdes do Quadro VII sdo impares e a andlise sobre crecimento/decrescimento
e concavidade é a mesma feita para o Quadro II;
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e As expressdes do Quadro VIII também s3o impares e a andlise sobre crecimento/de-
crescimento e concavidade é a mesma feita para o Quadro IV.

l',' Ay /
< \
N \
N
o
Son =
—il - -1 A 1
_Gréfico de E(z) = z* _Grifico de FE(z) = za°
lireetss quando « é uma fragdo fegies WL " quando « ¢é uma fragdo
irredutivel > 1 com numera- irredutivel < 1 com numera-
. dor par e denominador impar. dor par e denominador impar.
28 Exemplos com: 4 Exemplos com:
N N /7 S| 212/5 N — 2/21 || 2411
ool 8879 || —— 182/18 —ofo g2/9 28
A i . A
Quadro VII Y Quadro VIII Y
i ._//®
N
/ y=1
o x ‘
1 - 1
Grifico de E(z) = o° //INesse caso a é uma
CemEIEh @ miE ifEehe fracdo irredutivel < 1
irredutivel > 1 com nume- cor(; numerador impar e
rador impar e denominador | . ) P
) denominador impar.
impar.
Exemplos com: Exemplos com:
4 P : . L 5/43 || 23/13
—L 58| e 217/5 o8
N N 3% £13/19
oo o179 || 815 )

5_12 17 _38 6l _132 81
— —_— —_— —_— —_— —_— — TEMOS que:
3°5°5°9°9 13 °5 q

— Para =z > 1:
1< g3 < 25/3 < L12/5 o L17/5 _ 138/9 - ,61/9 _ 132/13 _ $81/5;
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— Para 0< 2 <1:

1> 243 < 25/3 5 p12/5 < L 17/5 o .38/9  161/9 o 132/13 o 81/5 o

Note que as expressoes dos Quadros IX e X, a seguir, s6 estdo definidas para = > 0 pois
todas elas envolvem raizes de indice par. Elas sé se anulam na origem.

A
Quadro IX v
1
3 =
_Gréfico de E(z) = a°
quando o €é uma fragdo
irredutivel > 1 com numera-
dor [mpar e denominador par.
//‘f_.-" Exemplos com:
«)‘ N e | I 25/2
__| p59/12 283/6

3.3 Poténcia com expoente irracional positivo

Quadro X
y=1
Gréfico de E(z) = a°
quando « é uma fragdo
irredutivel < 1 com numera-
dor [mpar e denominador par.
25 Exemplos com:
«5 — /42 || . 3/14
| gT/e || 18/18

Note que as expresstes dos Quadros XI e XII a seguir s estdo definidas para x > 0 pois
trata-se de poténcias com expoentes irracionais. Além disso, elas sé se anulam na origem.

A f
Quadro XI 4 i
1 '
§ x
1 >
Gréfico de E(z) = z°
quando a é um ndme-
ro irracional > 1.
P Exemplos com:
Ny
—_—z? || x"
4 x\/% m\/105

Quadro XII

| [d

Gréfico de E(z) = z°
quando « é um nime-
ro irracional < 1.
Exemplos com:
—_ xﬁ/Sﬂ

21/ V2w xf’\ﬁ/w2
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3.4 Em resumo
Com relacdo as poténcias £ com expoente a > 0, relembramos:
(1) Elas sdo crescentes no intervalo [0,00) e seus gréficos passam por (0,0) e (1,1);

(i) No intervalo [0,00) elas tém concavidade voltada para cima quando a > 1 e tém
concavidade voltada para baixo quando 0 < a < 1;

(i7i) Seus graficos no intervalo [0, 00) tém o aspecto mostrado nas figuras a seguir. Na figura
3 esquerda apresentamos o aspecto do grafico no caso a > 1 (é do tipo 22) e no da
direita exibimos o aspecto do grafico no caso 0 < a < 1 (é do tipo /x ).

No curso de Calculo | vamos aprender a diferenciar com mais clareza os graficos de 22 e
de z® em [0,00), quando « > 1, sobretudo quando estamos préximos da origem. ldem para
os graficos de \/x e de z® em [0,00), quando 0 < aw < 1.

(17v) Vimos também, na pagina 298, a seguinte propriedade para a poténcia z® quando o > 0:
ela assume todos os valores reais positivos a medida que z varia no intervalo (0,00),
ou seja, dado K > 0, existe z = L € (0,00) tal que L* = K. Alids, dado K > 0
sabemos quando vale L. Evidentemente, L = Kl

Vocé pode visualizar esse fato nas figuras abaixo.

z* com 0 <ix <1

~

L= Kl/a

(v) Destacamos uma outra propriedade desta poténcia: ela cresce ultrapassando todos os
nimeros reais positivos a medida que x cresce indefinidamente no intervalo (0, c0).
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Nos referimos a esse comportamento de z“ dizendo que x® tende a infinito quando x
tende a infinito e escrevemos: z% — oo quando = — oo.

Essa propriedade é consequéncia das propriedades descritas nos itens (i) e (iv). Em
particular ela significa que: dado K > 0, existe L € (0,00) tal que

r>L — z*>K.

Para prova-la, podemos fazer o seguinte.
Seja dado K > 0. Segue do item (iv) que existe L € (0,00) tal que L* = K. Como
x® é crescente no intervalo [0,00) concluimos:

r>L = z°>L% = z°>K

provando assim o que pretendiamos.

Vocé pode visualizar essa prova nas duas figuras exibidas no item (iv) .

Note que esta ultima propriedade se refere a todas as poténcia % com «a > 0. Isso é para
lembrar que mesmo as poténcias x® com 0 < a < 1 (grafico com aspecto do grafico de /z )
tém essa propriedade, isto é, % — oo quando x — 0.

(vi) Agora que conhecemos o aspecto do grafico das poténcias com expoente positivo, nds
podemos resolver com facilidade algumas inequagdes, como por exemplo:

zt <2 ; x2/321 ; x5§2.

Para resolvé-las, basta fazer um esbogo dos graficos das poténcias envolvidas para obter
as solu¢Ges das inequagdes, como mostrado nas figuras a seguir.

o0 :

5/3

e O gréfico de 2* nos mostra que:

t<2 = ze(-v2,V2)

t>2 = z€(-00,~V2)U(V2,0).
e O gréfico de 22/% nos mostra que:
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23 <1
223 >1

.Z'5/3 < 2
1,5/3 > 2

—
—

—
—

x€[-1,1]

z € (—o00,—1]U[1,00).

e O gréfico de 2%/3 nos mostra que:

x € (—00,V/8]
r€[V8,00).

3.5 Poténcia com expoente negativo

Os quadros a seguir exibem gréficos de expressdes E(z) = 2~

expressdes ndo estdo definidas para x = 0. Algumas delas estardo definidas para todo x # 0
e outras apenas para = > 0. Seus graficos passam pelo ponto (1,1).

para valores de a > 0. Tais

e Das propriedades das poténcias, sabemos que = decresce no intervalo (0,00), ou seja,
E(z) =2~ é uma expressdo decrescente no intervalo (0,00) quando o > 0.

e Com relacdo a concavidade, vamos assumir que z~¢ tem concavidade voltada para cima
no intervalo (0,00) quando « > 0. Vocé verd em Ciélculo | que é facil provar essa
propriedade. Por enquanto n3o temos ferramentas matematicas para isso.

No Quadro XIII a seguir, as expressoes sao todas pares. Logo, seus graficos sdo simétricos
em relacdo ao eixo y. Além disso, temos:

e Como o expoente é negativo elas sdo decrescentes em (0,00) e sendo pares, elas sdo

crescentes em (—oc0,0);

e Como o expoente é negativo elas tém concavidade voltada para cima a direita da origem
e sendo pares, elas também tém concavidade voltada para cima a esquerda da origem.

Quadro XIII

'
|
'
'
1
\
\
'

'
'

1
'
'
\
)

Gréfico referéncia:

B(x) =z *

vA Quadro XIV

Gréfico referéncia:
E(z) = |z}
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No Quadro XIV, visto acima, as expressdes sdo impares. Seus graficos sdo simétricos em
relacdo a origem do sistema de coordenadas. Além disso, temos:

e como o expoente é negativo elas sdo decrescentes em (0,00) e sendo impares, elas sdo
decrescentes em (—o00,0);

e como o expoente é negativo elas tém concavidade voltada para cima a direita da origem
e sendo impares, elas tém concavidade voltada para baixo a esquerda da origem.

No Quadro XV o dominio das expressdes é o intervalo (0,00). Para tais expressdes n3o
faz sentido falar de simetria em relacdo ao eixo vertical. No Quadro XVI temos expressdes
impares, semelhante ao do Quadro XIV. Nos Quadros XVII e XVIII temos expressoes
pares, todas elas definidas para todo 0 # x € R, semelhantes as do Quadro XIII.

A
Quadro XV y 1

Quadro XVI

Gréfico referéncia: ]
------- E(z) =" ---- EB@)=z'/* e B(x) =27t -—-- E(@)=z'/°

Gréfico referéncia:
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Quadro XVII iy

@

Grafico de z~“ onde
a é uma fragdo irre-
dutivel > 1 com nu-
merador par e deno-
minador impar.
Exemplos com:
—_— 227 Gréfico referéncia:

A B(a) = o]

Quadro XVIII

Gréafico de ¢ onde
a é uma fragdo irre-
dutivel < 1 com nu-
merador par e deno-
minador impar.
Exemplos com:

z—4/9 Gréfico referéncia:
o | B(a) = fal

== g

N3o deixe de comparar os grificos dos Quadros XVII e XVIII.

@

Grafico de =z~ onde
a é uma fragdo irre-
dutivel > 1 com nu-
merador impar e de-
nominador impar.

Quadro XIX

Exemplos com: 8\
—17/5 TR

]

o

Grafico de z~% onde Quadro XX
a é uma fracdo irre- :
dutivel < 1 com nu-
merador impar e de-
nominador impar.
Exemplos com:
—13/21
—7/25

x
== g

Gréfico referéncia:
------- E(z) ="

Gréfico referéncia:
------- E(x) =z "

Nos Quadros XIX e XX temos expressdes impares definidas para todo 0 # z € R. A
analise do crescimento/decrescimento e concavidade é semelhante ao feito para as expressdes
do Quadro XIV. N3o deixe de comparar os graficos desses quadros.

Nos préximos quatro quadros temos expressdes definidas apenas para x > 0. N3o deixe de

comparar os graficos desses quadros.
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vy
Quadro XXI A Quadro XXII
Gréfico de ™ onde L X Gréfico de ™% onde L x
« é uma fracdo irre- « é uma fracdo irre-
dutivel > 1 com nu- dutivel < 1 com nu-
merador impar e de- merador impar e de-
nominador par. nominador par.
Exemplos com: Exemplos com:
L 7/2 Gréfico referéncia: 4 —9/16 Gréfico referéncia:
el A IR E(z)=2"" el A B E(z)=2""
3 7 9 13 5 7 17 7
De ﬁ<T5<T6< 1<§<1<?<§ segue que
3 S 7 - 9 S 13 S 1> 7 17 7
14 25 16 21 3 4 5 2
e, consequentemente, temos:
e para x > 1:
_3 _ 7 _9 _ 13 -1 _5 _T _17 _T
r 14 >x 25 >3 16 >3 21 > >xr 3>x 4>x 5 >x 2
e para 0<x<1:
_3 _ 9 13 1 5 _7 17 7
r 14 ]xr 2 r 16 20 x <z 3<x 4 <x 5 <xT 2
y‘\ i y‘l‘ :
Quadro XXIII 54 Quadro XXIV [
1 o
1 >
Gréfico de =% onde Gréfico de =% onde
o é um ndimero irraci- a é um numero irraci-
onal > 1. onal > 1.
Exemplos com: Exemplos com:
T Gréfico referéncia: e Vit /n? Gréfico referéncia:
e L I B(x)=a" B E(x)=az""
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Os graficos das poténcias com expoentes negativos ndo intersectam nem o eixo das abcissas,
nem o eixo das ordenadas. Repare que quando estamos muito préximos da origem esses graficos
ficam muito préximos do eixo das ordenadas; quando estamos muito longe da origem esses
graficos ficam muito préximos do eixo das abcissas. Dizemos que tais graficos assintotam os
eixos coordenados.

Outro fato relevante sobre a expressdo E(z) = z~% com a > 0, é que ela assume todos
os valores reais positivos quando x varia no intervalo (0,00). De fato, dado K > 0, a
equagdo =z~ ® = K tem uma Unica solugdo em (0,00). Para provar isso, basta observar que
para x € (0,00) temos:

=K <= (a;_o‘>_1/a:K_1/°‘ — g=KV,

Isso significa que =™ assume o valor K em (0,00), exatamente, quando = = K—Ve,

Vocé pode visualizar esta propriedade na figura exibida no item (iv) a seguir.

3.6 Em resumo

(07

Com relacdo as poténcias x~= com « > 0, relembramos:

(i) Elas s3o decrescentes no intervalo (0,00) e seus graficos passam pelo ponto (1,1);
(17) Todas elas tém concavidade voltada para cima no intervalo (0,00);

(7i1) Seus gréficos no intervalo (0,00) tém o aspecto mostrado na figura a seguir (sdo do
tipo 1/2). Exibimos graficos de =* (pontilhado) e de 2% (traco continuo) onde
O<a<p.

(7v) Vimos, um pouco antes de iniciar esta subse¢do, a
seguinte propriedade para a poténcia z—“ quando
a > 0: ela assume todos os valores reais positivos Kl
a medida que x varia no intervalo (0,00), ou
seja, dado K >0, existe x = ¢ € (0,00) tal que
{~—* = K. Alias, dado K > 0 sabemos quando
vale ¢. Evidentemente, ¢/ = K~/ Veja a figura
ao lado.
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(v)

Destacamos uma outra propriedade desta poténcia: ela cresce ultrapassando todos os
nimeros reais positivos a medida que x decresce indefinidamente no intervalo (0, 00),
se aproximando da origem.

Nos referimos a esse comportamento de =% com « > 0 dizendo que =~ tende a

infinito quando x tende a zero por valores positivos e escrevemos: x~% — oo quando
x — 0%, ou seja, :E% — 00 quando z — 07T,

Essa propriedade é consequéncia das propriedades descritas nos itens (i) e (iv). Em
particular ela significa que: dado K > 0, existe £ € (0,00) tal que

O<z<l = z *>K.

Isso pode ser visualizado na figura do item (iv). Para prové-la, podemos fazer o seguinte.

Seja dado K > 0. Segue do item (iv) que existe £ € (0,00) tal que £~* = K. Como

x~“ é decrescente no intervalo (0,00) concluimos:

O<z<l = 27 >0 = z *“>K
provando assim o que pretendiamos.

Outra propriedade interessante de 7%, com a > 0, é
a seguinte: z~% se aproxima indefinidamente de zero, a
medida que x cresce no intervalo (0,c00) ultrapassando
todos os nlimeros reais positivos.

Nos referimos a esse comportamento de =% com a > 0
dizendo que 7% tende a zero quando x tende a infinito e
escrevemos: =~ % — 0 quando x — oo, ou seja, %a — 0
quando z — oo.

Essa propriedade também é consequéncia das propriedades
descritas nos itens (7) e (iv). Em particular ela significa que:
dado n € Z*, existe L € (0,00) tal que

[0}

r>L = 0<z7%<1/n.

Isso pode ser visualizado na figura acima. Para prova-la, podemos fazer o seguinte.

Seja dado n € Z* e considere K =1/n. Sabemos do item (iv) que existe ¢ € (0, 00)
tal que £~ = K = 1/n. Como z~“ é decrescente no intervalo (0,00) concluimos

que:

1
>0 — a2l<i® — 2l<K — st<=
n

como queriamos provar.
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4 Graficos de exponenciais

Uma expressao exponencial é uma expressdo da forma
E(x)=a" onde 1#a>0 e z€R.

Note que diferentemente do que ocorria nas expressdes do tipo =% que acabamos de estudar,
numa expressdo exponencial a varidvel é o expoente da poténcia, enquanto a base fica fixa.
Vimos, também, nas propriedades das poténcias que:

e 0" =1 paratodo a #0 e a! = a para todo a € R.

Além disso, temos, como consequéncia das propriedades das poténcias, que:

e Para a > 1:
a® cresce quando x € R cresce, ou seja,

a expressdo F(z) = a® é uma a expressdo crescente em toda reta;

e Para 0 < a < 1:
a® decresce quando = € R cresce, ou seja,

a expressdo E(x) = a® é uma a expressdo decrescente em toda a reta.

Note que nos quadros a seguir as expressoes estdo definidas em toda a reta mas n3o temos
simetria no grafico, nem em relagdo ao eixo vertical, nem em relagdo a origem.

Em Calculo I, vocé poderd mostrar que o grafico de uma expressdo exponencial tem conca-
vidade voltada para cima ao longo de todo o seu dominio.

Compare os gréficos das expressdes nos Quadros XXV e XXVI.

y

Quadro XXV Quadro XXVI

®Y

Exemplos com:

Exemplos com:

(

Grafico da exponen- | - 2% Gréfico da exponen- I (
cial a® para valores ==== " cial a” para valores (

de a > 1. — 10" de 0<a<l.

~—
8

—
S
~—

8

—
IENCIRRSIIN

~ —

) 8

sl
NG
]
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5
Como 1 <2< 7w <10 segue que:

e para x > 0: e para ¢ < 0:
9\@ D\*
(Z) <27 < 7% <107 (Z> > 97 > % > 107,

Os dois dltimos quadros parecem nos dizer que o grafico de (%)x é o simétrico do grafico
de (%)x em relagdo ao eixo das ordenadas e vice-versa !
L, ee ~ o _ (1\z :a .
De fato, os graﬁc.os das expressdes E(z) = a” e F(x) = (;)* tém essa propriedade quando
a > 0. Para provar isso, fagamos:

A igualdade acima nos garante a simetria da qual desconfidvamos!!
Os gréficos das exponenciais nunca intersectam o eixo das abcissas, pois a* > 0 quando
a >0 e x € R. No entanto, eles assintotam tal eixo. A grosso modo, isso significa:

e Quando a > 1:

az

se aproxima indefinidamente de 0 a medida que z decresce ultrapassando todos os
nimeros reais negativos; nos referimos a esse comportamento de a® dizendo que a”

tende a zero quando x tende 3 —oo e escrevemos, a* — 0 quando x — —o0;

e Quando 0 < a < 1:

a:B

se aproxima indefinidamente de 0 a medida que x cresce ultrapassando todos os
ndmeros reais positivos; nos referimos a esse comportamento de a® dizendo que a”

tende a zero quando x tende a oo e escrevemos, a® — 0 quando = — oo.

Além disso, quando 0 < a # 1, a expressdo a” assume todos os valores reais positivos a
medida que a varidvel z varia na reta, isto é: dado K > 0, existe z = L € R tal que a* = K.
No entanto, ndo temos condi¢des de provar esta propriedade, no momento. Vamos usa-la para
mostrar outras propriedades da exponencial.

a® com 0<a<l1

Quando a > 1 temos:

312



Licao 15 Secao 5: Operando sobre graficos

e a® cresce, ultrapassando todos os nimeros reais positivos a medida que x cresce indefi-
nidamente na reta. Nos referimos a este comportamento de a® dizendo que a® tende a
infinito quando x tende a infinito e escrevemos: a* — oo quando = — oc.

E isso significa que: dado K > 0 existe L € R tal que:
x>L = da">K.

Vocé pode visualizar este fato na figura anterior, a esquerda.
Para prové-lo, facamos o seguinte.

Seja dado K > 0. Como visto no paragrafo anterior, sabemos que existe L € R tal que
a® = K. Agora, tendo em vista que a® é crescente, obtemos:

r>L =— d*>a¢¥ = o*>K

como queriamos provar.

e % decresce, se aproximando indefinidamente de zero a medida que = decresce ultrapas-
sando todos os niimeros reais negativos. Nos referimos a esse fato dizendo que a” (com
a > 1) tende a3 0 quando = tende a —oo e escrevemos, a® — 0 quando = — —o0.

Isso significa que: dado n € Z™, existe L € R tal que

1
r< L — 0<ad® < —. a® com a>1
n

Esse fato nés provamos da seguinte forma.

Seja dado n € Z* e coloquemos K = 1/n. Como feito
no item anterior, sabemos que existe L € R tal que
al = K. Agora, tendo em vista que a® é crescente,

obtemos:

-------- K=1/n

Y

IL;(sz‘l/n
r<L = d*<d = <K = da"<l1/n

como queriamos provar.

5 Operando sobre graficos

Agora que sabemos esbocar graficos de algumas expressdes simples podemos sofisticar um pouco
mais nosso universo de graficos construindo novos graficos a partir de graficos conhecidos.
Podemos fazer isso através de translacdes verticais e horizontais, simetrias, etc.

Para isso, fixemos uma expressdo E(z) e admitamos que sabemos esbog¢ar o seu grafico.
Com ele, vamos esbogar o gréfico de vérias outras expressdes derivadas de E(x) .
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51 E(x) e —E(x)

Conhecendo o grafico de E(xz) podemos esbogar o grafico da expressdo —FE(x). Isso é feito
da seguinte forma:

e Note que o dominio de definicdo de E(z) e de —E(x) sdo os mesmos, ou seja, F(x)
estd bem definido se, e somente se, —F(x) também est3;

e Os pontos do grafico da expressio E(x) sdo da forma (x,E(:n)) e os da expressio
—E(z) sdo da forma (z,—E(z)), isto é, eles sdo simétricos em relacdo ao eixo das
abcissas.

Essa operacdo ¢ dita reflexdo do gréfico da expressdo E(x) em relagdo ao eixo das abcissas.

BRI
VN SN

E(z)

=

52 E(z) e |E(z)|

Novamente, conhecendo o grafico de E(z) podemos esbocar o grafico da expressdo |E(z)]|.
Isso é feito da seguinte forma:

e Note que o dominio de definicdo de E(x) e de |E(x)| sdo os mesmos, ou seja, F(x)
estd bem definido se, e somente se, |E(z)| também esta;

e Nos pontos do dominio onde E(x) > 0 temos que |E(z)| = E(z);
e Nos pontos do dominio onde E(x) < 0 temos que |E(z)| = —E(z).

Assim, os graficos de E(x) e de |E(x)| coincidem quando E(x) > 0 e sdo simétricos um
do outro, em relagdo ao eixo das abcissas, quando E(z) < 0.
Nos quadros abaixo mostramos exemplos dessa operac3o.

JERRNV Y NV Vi
1wl IV ] Y

53 E(xz) e E(x)+ A

Também sabemos esbogar o grafico da expressdo E(x)+ A onde A é um nimero real qualquer,
a partir do gréfico de E(x). Isso é feito da seguinte forma:

L
.
=
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e Note que o dominio de definicdo de E(x) ede E(x)+ )\ sdo os mesmos pois, novamente,
E(x) faz sentido quando e somente quando, E(z)+ A faz sentido;

e Os pontos do gréfico da expressio E(z) sdo da forma (z,E(z)) e os da expressio
E(x) + X\ sdo da forma (2, E(x) + A). Portanto, os pontos do grafico de E(z) + A
s3o obtidos transladando verticalmente de A os pontos do grafico de E(z).

Essa operagdo é dita translacdo vertical do grafico da expressio E(x). Nos quadros abaixo

exibimos exemplos dessa operagdo.

A W A N N N
1 7V IV
54 E(z) e E(x+ \)

Também sabemos esbocar o grafico da expressdo E(x+ ) onde A é um nimero real qualquer,
a partir do gréfico da expressdo E(z). Isso é feito da seguinte forma.

Primeiramente coloquemos, F(x) := E(x + A). O que pretendemos agora é esbocar o
gréfico da expressdo F'(z) a partir do grafico da expressdo E(x).

E(z)

e Sobre o dominio de definicio das expressées E(x) e F(x);

Repare que F(x) faz sentido se, e somente se, E(x + \) faz sentido, ou seja, quando
x + X\ estd no dominio da expressdo E(x). Isso significa que, se transladarmos de A o
dominio da expressdo F'(x) obtemos o dominio da expressdo E(z). Portanto, o dominio
de F(z) é obtido transladando o dominio de E(x) de —A\.

e Os pontos do grafico da expressdo F'(x) sdo da forma (z, F(x)). Além disso, temos:

(z,F(z)) = (z,E(x+ ) =(z+X,E(z+ X)) —(1,0).

ponto do grafico da
expresssao E(x)

Essa igualdade nos mostra que o grafico da expressdo F'(z) é obtido transladando hori-
zontalmente o grafico de E(x) de —A\.

Essa operagdo é dita translacdo horizontal do grifico da expressio E(x). Nos quadros
abaixo damos exemplos dessa operacao.

F S N N N | O
77T 71V 73V

E(z)

E(xz+1)
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55 E(x) e E(—x)

Também sabemos esbocar o gréfico da expressdo E(—x) desde que conhegamos o grafico de
E(x). Isso é feito da seguinte forma.

Coloquemos, F(z) := E(—z). O que pretendemos aqui é esbogar o gréfico da expressdo
F(z) a partir do grafico da expressdo E(x).

e Sobre o dominio de definicdo das expressées E(x) e F(z);

Repare que F(x) faz sentido se, e somente se, E(—x) faz sentido, ou seja, quando —x
estd no dominio da expressdo F(z) . Isso significa que o dominio de E(z) é o simétrico,
em relacdo a origem, do dominio de F'(z). Portanto, o dominio de F'(x) é obtido
refletindo o dominio da expressdo E(z) em relagdo a origem.

e Os pontos do gréfico da expressdo F(z) sdo da forma (z, F(z)) . Por outro lado temos:

Repare que (—xz,E(—z)) é ponto do gréfico da expressdo E(z). Além disso, o ponto
(= (—z),E(—x)) é o refletido, em relacio ao eixo das ordenadas, de ( —z,E(—z)).
Portanto, o grafico de F'(x) é o refletido, em relagdo ao eixo das ordenadas, do grafico
de E(x).

Essa operagdo é dita reflexdo do grafico da expressdo E(x) em relagdo ao eixo das ordena-
das. A seguir, damos exemplos dessa operacao.

E(/)\V “/\ j 1 5 E(_m)[ \ B) ()
A= T

Exercicios resolvidos

. Considere as expressoes:
(a) E(x) = v1 — x2 (b) E(x) =

Diga quais sdao pares e quais sao impares.

P . (c) E(z) = |z — 1].

(a) O dominio dessa expressdo é toda a reta, a qual é simétrica em relagdo a origem. Além disso, temos:
E(-z)= {/1—(—2)2=+1—22 = E(x) paratodo z € R.
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Isso mostra que a expressao é par.

(b) Temos que: 2® — 2z = x(x? — 1). Portanto o dominio da expressio do item (b) é o conjunto
R —{0,+1}, ou seja, o conjunto (—oco,—1)U(=1,0)U(0,1)U(1,00) o qual é simétrico em relagdo
a origem. Além dissso, temos que:

1 1

E(—z) = s o i E(z) paratodo z € R—{0,+£1}.

Isso prova que a expressao em estudo é impar.

(c) O dominio da expresssio E(x) = |v — 1| é toda a reta, que é simétrica em relagdo a origem. No
entanto, temos que: E(—1)=|—1—-1/=2 e FE(1) =0. Isso mostra que:
e a expressdo ndo é par pois, E(—1) # E(1);

e a expressdo ndo é impar pois, E(—1) # —FE(1).

. Abaixo é dado o grafico de uma expressao par. No entanto, esbocamos tal grafico apenas a
direita da origem.

(a) Dé o dominio da expressao;

(b) Complete o grafico da expressdo, esbocando-o a esquerda da origem;

(c) Dé os intervalos onde a expressdo é crescente (resp. decrescente).

1 3 5 7

(a) Como a expressdo é par, segue que seu dominio é um subconjunto da reta, simétrico em relagdo a
origem. Como a parte do dominio da expressdo a direita da origem é o intervalo [1,7] concluimos que
o dominio da expressdo é o conjunto: [-7,—1]U[1,7].

(b) Como a expressdo, que originou o grafico é uma expressdo par, entdo sabemos que a parte do gréfico
dessa expressdo, a esquerda da origem € obtido refletindo, em relacdo ao eixo das ordenadas, a parte do
grafico que estd a direita da origem. Assim, o gréafico da expressdo em estudo é o seguinte:
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(c) De posse do grafico dessa expressdo par, podemos concluir que ela é:

e crescente nos intervalos [—5,-3],[1,3] e [5,7];

e decrescente nos intervalos [—7,—-5] , [-3,—1] e [3,5].

3. A seguir é dado o grafico de uma expressao impar. No entanto, esbocamos tal grafico apenas
a direita da origem.

(a) Dé o dominio da expressao;
(b) Complete o grafico dessa expressao, esbocando-o a esquerda da origem;

(c) Dé os intervalos onde a expressdo é crescente (resp. decrescente).

1A2/.\ 5

(a) Sendo a expressdo impar, seu dominio é um subconjunto da reta, simétrico em relacdo a origem.
Como a parte do dominio da express&o a direita da origem é o intervalo [0,5] concluimos que o dominio
da expressdo é o intervalo: [-5,5].

(b) Como a expressdo que originou o grifico é uma expressdo impar entdo, a parte do grafico dessa
expressdo, a esquerda da origem é obtida refletindo a parte do gréfico que estd a direita da origem,
primeiro em relacdo ao eixo das ordenadas e, em seguida, em relacdo ao eixo das abcissas. Assim, o
gréfico da expressdo em estudo é o seguinte:

»

O traco mais claro representa a primeira reflexdo: aquela em relagdo ao eixo das ordenadas. O mais
escuro, a esquerda, é o refletido do mais claro em relagdo ao eixo das abcissas. Esse tltimo é a parte do
gréfico da expressdo a esquerda da origem.

(c) De posse do grafico dessa expressdo impar, podemos concluir que ela é:

e crescente nos intervalos [—3,—1] e [1,3];

e decrescente nos intervalos [-5,-3] , [-1,1] e [3,5].
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. ~ - 5 3
4. Considere as poténcias: x3/2 ; vzt ; V7.

(a) Coloque essas poténcias em ordem crescente para « € (1,00);
(b) Dé os dominios e esboce, em quadros separados, os graficos dessas expressoes;

(c) Esboce, num mesmo quadro, os graficos das expressdes acima. Faca esbocos graficos que
permitam identificar com clareza cada uma dessas expressoes.

. 5 3
Coloquemos a lista 2%/% ; Va* ; Va7 naforma 232 ;. %5 . 27/3,

(a) Temos a seguinte ordenacdo para os expoentes:

4

3<1<g<§ pois (15.1)
4 3 3 7
o5<1 <— 4<5; ol<§ = 2<3; o§ 3 <— 9< 14

Por outro lado, sabemos que mantida a base, quanto maior for o expoente, maior serd a poténcia se a
base for maior do que 1. Sendo assim, segue da ordenacdo dada em (15.1) que

7
3

4 3
25 <x<x2<x3 quando z € (1,00)

o que finaliza a solu¢&o do item (a).

4/5  .3/2

(b) Para as expressdes x%/° | 23/2 e 27/3 temos:

o z%/% = /2% que estd bem definido para todo z € R ja que a raiz é de indice impar. Logo, o
dominio dessa expressao é toda a reta R.
Além disso:
2)45 = §/(—x)* = Va* = 2*/°> mostrando assim tratar-se de uma expressio par;

° x3 = V13 sé estd bem definido para = > 0 ja que a raiz é de indice par e o radicando é uma

poténcia impar de x. Portanto, o dominio dessa expressdo é o intervalo [0, 00).

o 27/3 = /27 que estd bem definido para todo z € R ja que a raiz é de indice impar. Consequen-
temente, o dominio dessa expressio é toda a reta.
Além disso,

278 = /(=) = V= = Y=1VaT = —¥aT =

0 que mostra que a expresdo z'/3 é impar.

Os gréficos dessas expressoes sdo exibidos a seguir, na ordem em que foram estudados nesse item.
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(c) Antes de colocarmos esses graficos num mesmo quadro,
observemos que:

e Para z € (0,1) temos 5 >a > 2 > 15 ;

4 3 z
e Para z € (1,00) temos 25 <x < x2 < 3.

A comparag3o entre os graficos de z*/5 (trago fino) , +x
(tracejado) , /2 (pontilhado espesso) e /3 (traco

espesso) é mostrada na figura ao lado.

@ Nota: Repare que o problema n3o solicita que esbocemos os gréficos das expressdes +x mas nds o
fizemos para melhor compreender o grafico das poténcias envolvidas no exercicio.

- ~ - — _3
. Considere as poténcias z~2/3 e |z|~ V2.

(a) Coloque-as em ordem crescente para « € (1,00);
(b) Dé os dominios e esboce, em quadros separados, os graficos dessas expressoes;

(c) Esboce, num mesmo quadro, os graficos das expressdes acima. Faca esbocos graficos que
permitam identificar com clareza cada uma dessas expressoes.

(a) Para os expoentes, temos a seguinte ordenac3o:
3 2 .
V2 < -1 < -3 < 0 pois (15.2)

e {2<-1 = 1<7V2:

2 2
o —1<—- = -<1.
3 3
Por outro lado, sabemos que mantida a base, quanto maior for o expoente, maior serd a poténcia se a
base for maior do que 1. Portanto, segue da ordenagdo dada em (15.2) que
2/3

V2l < g quando z € (1,00)

o que finaliza a solu¢go do item (a).

(b) Para as expressdes z2/3 e |z|~V2 temos:

_ 1 ~ . . . .
o 2723 = —_ = que sé n3o estd bem definido quando = = 0 pois a raiz envolvida na

P =

expressdo tem indice impar. Portanto, o dominio dessa expressdo é R — {0}.

Além disso,

—_
—_

(—2) = ——— = = 27%/3 o que mostra que a express3o é par.
SR Ve
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e |z|=V2 ests bem definido para todo z # 0 ja que a base, nesse caso (z # 0), & positiva. Logo, o
dominio dessa expressdo é R — {0}.
Além disso, temos que:
—¥3 ) = L ~
| — x| = |z 0 que mostra que essa expressio também é uma expressio par.

Os gréficos dessas expressdes sdo mostrados abaixo, na ordem em que foram estudados nesse item.

(c) Antes de colocarmos esses graficos num mesmo quadro,
observemos que:
3

e Para z€(0,1) temos z72/3 < g7t < 2= V2;

e Para x € (1,00) temos z72/3 > 271 > a2,
A comparagio entre os graficos de x2/% (trago fino) , !

: -2

(tracejado) e |z| (trago espesso).

-2 -1 1 2 X

@ Nota: Note que usamos a seguinte estratégia para estudar a expressdo |x\_\3/§: primeiramente,
estudamos a referida expressdo para = > 0 onde ela tem a forma e=V2 ¢ depois, usamos o
fato que \x|"% € uma expressdo par para concluir sobre seu comportamento quando x < 0.
Além disso, o problema n3o solicita que esbocemos o grifico da expressdo |z|~! mas nés
também o fizemos, para melhor entendermos os graficos das poténcias consideradas no

exercicio.

6. Considere a seguinte lista de poténcias:

S

T ; 5 5 =z s x™/2

(a) Coloque essa lista em ordem crescente para « € (0,1);
(b) Dé os dominios e eshoce, em quadros separados, os graficos dessas expressoes;

(c) Esboce, num mesmo quadro, os graficos das expressdes acima. Faca esbocos graficos que
permitam identificar com clareza cada uma das expressoes.

. 5 3 3
Coloquemos a lista z8/° ; AT T S z™/? na forma
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(a) Temos a seguinte ordenacdo dos expoentes:

3 T 8 5 .
3 T
01<1 <— 3<4 e 1<§ — 2<m,;
0E<§ — 7T<E — w<32;
2 5 5 Y
8 5
—< = <= 24 <25.
*5°3

Por outro lado, sabemos que mantida a base, quanto maior for o expoente, menor serd a poténcia se a
base estiver entre 0 e 1. Sendo assim, segue da ordena¢do dada em (15.3) que

3 ™ 8 5
xt > >x2 >x5 >x35 quando x € (0,1)
o que finaliza a solu¢do do item (a).

3/4

(b) Para as expressdes 2%/* | /2

, 28/% e 25/3 temos:

o 13/* = V3 que s estd bem definido para = > 0 jad que a raiz é de indice par;
e 27/2 s6 estd bem definido para x > 0 ja que o expoente é um irracional positivo;
o 28/5 = /28 que estd bem definido para todo = € R ja que a raiz é de indice impar;

Além disso,
(—2)®/° = (=2 = §/(-1Fa® = V¥

0 que mostra que a expressio z5/° & par ;

o 2%/3 = /25 que estd bem definido para todo = € R ja que a raiz é de indice impar;
Além disso,

2 [ 3 [ 3
(—x)%/3 = {/(—x)5 = V=25 = J=1 x Vad = Va5
0 que mostra que a expresdo z°/3 & impar.

Assim, os dominios dessas expressdes sdo, respectivamente: [0,00), [0,00), R e R. Seus graficos
sdo mostrados abaixo, seguindo a ordem em que foram estudadas nesse item e comparando-os com os

gréficos de +x.
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(c) Antes de colocarmos esses graficos num mesmo quadro,
observemos que:

e zi >z >z% >x5 >23 quando z € (0,1);

3 s 8 5
o 1 Jlr<xr2 <x5 <38 quando xe(l,oo);
3/4

A comparacdo entre os graficos de =z (trago fino) , =
(tracejado) , x™/2 (pontilhado) , 8/ (traco espesso) e
25/3 (pontilhado espesso) é mostrada na figura ao lado.

. Considere a seguinte lista:

1 1
. : r—2V2

zt | Yz

(a) Coloque esta lista em ordem crescente para = € (0,1);

(b) Dé o dominio e esboce, em quadros separados, os graficos dessas expressées;

(c) Esboce, num mesmo quadro, os graficos das expressdes acima. Faca esbocos graficos que
permitam identificar com clareza cada uma dessas expressoes.

1
Coloquemos a lista 1/2* Vi © 2722 naforma: xt ;. 4w 22V2
a) Temos a seguinte ordenacao dos expoentes:
(a) g ¢ p
1 .
—4 < -2V2 < ~1 < —3 < 0 pois (15.4)

o 1< —2V/2 «— 2/2<4 <— 4x2<16;

e —2V/2< -1 «— 1<2V2;
1 1

1< —= < - <1.
* 3 3

Por outro lado, sabemos que mantida a base, quanto maior for o expoente, menor serd a poténcia se a
base estiver entre 0 e 1. Sendo assim, segue da ordenac¢do dada em (15.4) que

e > 222> 271> 275 quando xz€(0,1)

ou seja,

2 <l < p2V2 4 quando z € (0,1)

o que finaliza a solu¢go do item (a).

N 1 _ _
(b) Para as expressdes 275 , 27 2V2 e 2~ temos:

o 175 = 3%/5 que estd bem definido para x # 0 ja que a raiz no denominador é de indice impar.

, . _1 1 1 _1 I ~
isso, (—x === s - T u ue x7: u X
Além disso 3 — 5) o que garante que 5 é uma expressao
impar;
o p2V2 _ 1

505 SO estd bem definido para x > 0 ja que o expoente € irracional e negativo;
xr
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4

e % sé n3o estd bem definido para x = 0.

Além disso, (—x)~* = (—1)"*x27% = 2% o que mostra que ela é uma expressio par;
Assim, os dominios dessas expressdes sdo, respectivamente: R— {0}, (0,00) e R—{0}. Seus graficos
sdo mostrados abaixo, seguindo a ordem em que foram analizadas nesse item.

Yy Y Yy

Nos quadros acima também esbocamos, como referéncias, ramos dos graficos de 1/x e —1/x.
(c) Antes de juntarmos esses graficos num mesmo quadro,
lembremos que:

_1
3 -
'

e Para z€(0,1) temos 274 >z 22> g7l > g

e Para z € (1,00) temos 4 <z V2 < g7l < g3, _J

Temos ent3o, a seguinte comparacio entre os graficosde =4 e o

(traco espesso) , x2V2 (traco fino) , x~3 (pontilhado
espessso) , =~ ! e |z|7! (tracejado) , exibida na figura ao
lado.

. Uma expressdo E(x) tem como dominio o conjunto (2,5]. Qual é o dominio das seguintes
expressoes:

(a) —E(x) (b) E(—=) (c) E(z —1) (d) E(z +4).

(a) Note que —FE(x) faz sentido se, e somente se, E(x) faz sentido. Isso significa que os dominios de
—E(z) ede E(x) sdo os mesmos.

(b) Vimos que o dominio da expressio E(—x) é o simétrico, em relagdo a origem, do dominio da
expressio E(z). Logo, o dominio de E(—x) é o intervalo [-5,—2).

(c) Vimos que o dominio da expressdo E(z — 1) é o transladado de 1 do dominio de E(z). Portanto,
o dominio de E(x — 1) é o conjunto (2+1,5+1]=(3,6].

(d) O dominio da expressdo E(xz:+4) é o transladado de —4 do dominio de E(xz). Portanto, o dominio
de E(z+4) éoconjunto (2—4,5—4]=(-2,1].
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9. Dentre os quatro graficos ao lado, trés deles sao os graficos das exponenciais 2% , (\/5):'J

10.

e 0,61*. Quais sdo esses graficos? Porque o grafico que vocé nao escolheu, de fato, nao é
grafico de uma exponencial ?

A exponencial (0,61)* é uma expressdo decrescente j& que sua base 0,61 é positiva e menor
do que 1. Conseqlientemente, o unico grafico da lista dada que pode representé-la é o de niimero @.

Por sua vez, as exponenciais 2% e (\/5)1 s30 ex-

pressdes crescentes ja que suas bases sdo maiores do @ Y)
que 1 e devem ser representadas por dois dentre os '
graficos que restaram (@,® e ®). Além disso sa-
bemos que 2% > (\/i)m quando z > 0.

Também sabemos que os graficos de duas exponen-
ciais com bases distintas sé se intersectam em um
tnico ponto, a saber, quando x = 0. Portanto,
os graficos de niimeros @ e ® n3o podem ser os
gréficos de 2% e (\/ﬁ)r respectivamente. Pela
mesma razdo @ e @ também n3o podem ser graficos
das exponenciais 27 e (v/2)". Logo, os graficos
de 2% e (\/5)$ sé podem ser representados pelos
gréficos ® e @ respectivamente.

@

8y

Uma expressdao E(x) tem como dominio o conjunto (—3,5]. Qual é o dominio das seguintes
expressoes:

(a) 2E(x) (b) E(—3z) (c) E(2x — 1) (d) E(—3z +5).

(a) Note que 2E(x) faz sentido se, e somente se, F(x) faz sentido. Logo, as espressdes 2FE(x) e
E(z) tém o mesmo dominio.

(b) Nesse caso temos que: FE(—3z) faz sentido se, e somente se, —3x estd no dominio de E(z) ou
seja, se, e somente se, —3x € (—3,5]. Por outro lado, temos que:

-3z € (-3,5] <= -3<-3z<5 <<= 3>3x>-5 < -5<3zr<3
5
= —§§x<1 <~ =rxe€[-5/3,1).
Portanto, o dominio da expressdo E(—3x) é o intervalo [-5/3,1).

(c) A expressio E(2x — 1) faz sentido se, e somente se, 2z — 1 estd no dominio de E(z) ou seja, se,
e somente se, 2x — 1 € (—=3,5]. Por outro lado, temos que:

2r—1€(-3,5] < -3<2zx-1<5 <+ -2<21<6 <<= -1l<z<3.

Portanto, o dominio da expressdo E(2x — 1) é o intervalo (—1,3].
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(d) Analogamente, expressdo E(—3x + 5) faz sentido se, e somente se, —3x + 5 estd no dominio de
E(z) ou seja, se, e somente se, —3z + 5 € (—3,5]. Por outro lado, temos que:

—32+5€(-3,5] <= -3<-3z+5<5 <= -8<-3r<0
= 8>3r>0 <<= 0<3zx<8 <<= 0<z<8/3.

Portanto, o dominio da expressdo E(—3x +5) é o intervalo [0,8/3).

Na figura ao lado é dado o grafico de uma ex- Grafico de F(z)
pressdo E(x) cujo dominio é o intervalo [1,6].
Dé o dominio e construa os graficos das seguintes
expressoes

(@) |E(z); b2 R
(b) E(x)+ 2.

Para itens distintos use quadros distintos.

(a) Sabemos que |E(z)| faz sentido se, e somente se,
E(x) faz sentido. Logo, essas duas expressdes tém o v
mesmo dominio. Além disso, 3

Gréfico de |E(z)|

e o grifico de |E(z)| coincide com o de FE(x)
quando E(z) > 0; 1

e o grifico de |E(z)| é o simétrico, em rela¢do ao T 2 35 5 o
eixo das abcissas, do gréfico de E(z) quando .
E(z) <0.

Na figura ao lado mostramos o grifico da expressdo _3

[E(z)].

(b) Sabemos que as expressdes E(x) e E(z)+ 2 tém o mesmo dominio e que o grafico da segunda é
obtido transladando verticalmente de 2 o grafico da primeira. Assim, o grafico da expressdo E(x) + 2
tem a forma mostrada abaixo.

Gréfico de E(z) + 2
4,5
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12. Repita o exercicio anterior para as expressdes: (a) E(x +6) e (b) E(—x). Em cada item,
faca dois graficos num mesmo quadro: o de E(x) e o da expressdo do item. Dé indicacoes

13.

para diferenciar com clareza esses dois graficos. Para itens distintos use quadros distintos.

(a) Sabemos que o dominio da expressio E(x + 6) é obtido transladando o dominio da expressdo
E(x) de —6. Logo, seu dominio serd o intervalo: [—5,0]. Além disso, o grifico de E(x + 6) é

obtido transladando horizontalmente de —6 o gréafico de E(z).

de E(x 4+ 6) (traco escuro) e o gréfico de E(z) (traco mais claro).

YA

2,5

Gréfico de E(x + 6)

Gréfico de E(x)

3,5

i |

w
(=2}

Exibimos na figura a seguir o gréfico

(b) Vimos que o dominio da expressdo E(—x) é o simétrico em relacdo a origem do dominio de E(x).
Logo, seu dominio serd o intervalo [—6,—1]. Além disso, mostramos que o gréifico de E(—x) é o
simétrico do gréfico de E(x) em relagdo ao eixo das ordenadas. Mostramos na figura a seguir o gréfico
de E(—x) (trago escuro) e o grafico de E(x) (trago mais claro).

YA
Gréfico de E(—x)
2,5
Gréfico de E(z)
1
—3,5 3,5
6 -5 1 1 5 6 ?
—1
-3
Na figura ao lado é dado o grafico de uma ex-
Y

pressdo E(x) cujo dominio é toda a reta menos
a origem. Dé os dominios e construa os graficos
das expressoes:

(@) E(x+2);

(b) E(|z]).

Em cada item, faca num mesmo quadro, os
graficos de E(x) e da expressdo do item. Dé

indicacOes para diferenciar com clareza esses dois
graficos. Para itens distintos use quadros distintos.

Griéfico de E(z)

S
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Vamos construir os gréfico solicitados a partir do grafico da expressdo E(x).

(a) O dominio da expressdo E(x + 1) é obtido transladando de —1 o dominio de F(z) ou seja,
transladando o conjunto (—o0,0)U(0,00) de —1, no que obtemos o conjunto (—oco,—1)U(—1,00).

Portanto, o dominio de E(z+ 1) é (—o0o,—1)U(—1,00).
Por sua vez, o grafico da expressdo E(z+1) é obtido transladando horizontalmente de —1 o gréfico de

E(z). No quadro abaixo superpomos os gréficos de E(z) (tracejado) e de E(z + 1) (trago espesso).

Y
Gréfico de E(z) ede E(z+1)

1
i
]
]
i
1
]
]
]
1
i
1
]
]
)
)
1
’
]

(b) A express¢do E(|x|) faz sentido se, e somente se, |z| pertence ao dominio de E(x) ou seja, quando

|z] € (—00,0) U (0,00). Por outro lado:
|z] € (—00,0)U(0,00) <= <— zx€(-00,0)U(0,00).

Concluimos entdo que o dominio da expressdo E(|z|) também é o conjunto (—o0,0) U (0,00).

Note que E(]—x|) = E(|z|). Isso significa que a expressdo FE(|z|) é par. Consequentemente, o grafico

de E(|z|) coincide com o grafico de E(x) quando z > 0 e é o seu refletido em relagdo ao eixo das

|z € (0,00)

ordenadas quando z < 0.
Na figura abaixo superpomos os gréficos de FE(|z|) (trago espesso) e de E(z) (tracejado). Como ji

observamos, esses graficos coincidem quando = > 0.
Wy
Gréfico de E(z) e de E(|z|)

1
1]
1
]
1
1]
]
)
1
1]
’
'
/\I /\
I
-
€T

1
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. D€ os dominios das expressoes e diga quais delas
sdo pares e quais sdo impares ?

(a) 1/2° (b) z/(2* = 1)°
(c) V1 = || M)xﬂﬂ

2
(e) PR (f) Vo3

T

. Mostre que as expressdes a seguir n3o sio pares,
nem impares.

(b) @/(x —1)°
(c) /& — o (d) (z +2)/lz]
(f) (z —2)(1 —2?).

. Sejam E(x) e F(x) duas expressdes com
mesmo dominio.

(a) Mostre que se E(z) e F(x) sdo pares entdo
a expressdo E(z) + F(z) é par;

(b) Mostre que se E(z) e F(x) s3o impares
entdo a expressio E(x) 4 F(x) é impar.

. Sejam E(z) e F(z) duas expressdes com
mesmo dominio.

(a) Mostre que se E(z) e F(x) sdo pares entdo
a expressio E(x) x F(x) é par;

(b) Mostre que se E(z) e F(x) s3o impares
entdo a expressdo E(x) x F(x) é par;

(c) Mostre que se E(x) é par e F(x) é impar
entdo a expressdo E(x) x F(z) é impar.

. Uma expressdo par tem o grafico a seguir a di-
reita da origem.

(a) Qual o dominio dessa expressdo ?

(b) Complete o grafico dessa expressdo dese-
nhando o que falta a esquerda da origem;

(c) D& os intervalos onde a expressdo é cres-
cente;

(d) D& os intervalos onde a expressdo é decres-
cente.

. Uma expressdo impar tem gréfico a direita da ori-

gem como aquele mostrado na figura do exercicio
anterior.

(a) Qual o dominio da expressdo ?

(b) Complete o grafico dessa expressdo dese-
nhando o que falta a esquerda da origem;

(c) D& os intervalos onde a expressdo é cres-
cente;

(d) D& os intervalos onde a expressio é decres-
cente.

. Uma expressdo impar tem o seguinte grafico a

esquerda da origem.

Qual o dominio da expressao ?

( Complete o grafico dessa expressdo dese-
nhando o que falta a direita da origem;

(c) D& os intervalos onde a expressdo é cres-
cente;

(d) D& os intervalos onde a expressdo é decres-
cente.

/ 4 w

. Esboce os graficos das expressoes

E(x)=1/z ede F(z)=1/3x

num mesmo quadro.
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11.

12.

13.

14.

15.

. |ldem para E(z) =1/|z| e
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(a) D& os intervalos nos quais a primeira é maior
do que a segunda;

(b) D& os intervalos nos quais a primeira é menor
do que a segunda;

(c) D& os pontos onde as duas expressdes coin-
cidem.

F(z) =1/Va* .

Dadas as expresssdes a seguir, pergunta-se: em
quais intervalos uma expressdo domina a outra ?
(@) y=2* e y=al"

(b)y=a~7/% e y=a=20/18

() y = \xl”/f e y =[xV

(d) ey=m"

(e) ey=n"

Use um software apropriado para esbocar o

gréfico das expressbes do exercicio anterior e
compare o resultado obtido com a sua solucao.

Em cada item determine os intervalos on a pri-
meira expressao domina a segunda.

(@) lz+1]73 e 473
(b) 2+2)V3 e (a2
(€) (1—2%)%% e V3
(d) (22 —1)/° e (3224 1)/5.

Considere as expressoes:

3
+2)V?

z ;T ; zV2/V3

(a) D& o dominio de cada uma delas;

(b) Coloque-as em ordem crescente no intervalo
(0,1);

(c) Coloque-as em ordem crescente no intervalo
(1,00)

(d) Esboce num mesmo quadro o gréfico dessas
expressoes.

Faca o mesmo para as expressdes

LB/2

Idem para as expressoes

2—2/3 p—3/5 2T/ mﬂ/i/\/ﬁ )

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Idem para as expressoes

—3/2 2—5/3 oA/ If\/E/\/E.

T

Use um software adequado para fazer o gréfico
das expressoes listadas nos quatro ultimos exer-
cicios para conferir as suas solugdes.

Dé o dominio, esboce o gréfico das expressdes e
compare-as em intervalos adequados:

2% . 92w . 3T,

Seja a € R. Dé o dominio e esboce o grafico
da expressio F(x) dada a seguir, dividindo a
analise em casos adequados, segundo os valores
do pardmetro a:

E(z) = |z|* .

Dé o dominio, esboce o gréfico das expressdes e
compare-as em intervalos adequados:

2—.’E 2—2:16

. —T
; ;37
Seja a € R. D& o dominio e esboce o gréfico
da expressdo E(x) dada a seguir, dividindo a
andlise em casos adequados, segundo os valores
do pardmetro a:

E(z) = 2@ Ve,

Considere a seguinte lista:

1 s
— 3
V3 ; () ot 2.
x

(a) Coloque essa lista em ordem crescente para
€ (O ’ 1) )

(b) D& o dominio e esboce, num mesmo qua-
dro, os graficos de
3
|| , zV3 e x?.
Faca esbogos graficos que permitam identi-
ficar com clareza cada uma das expressoes
listadas acima;
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(c) D& o dominio e esboce, num mesmo qua-
dro, os graficos de

1 s
, <> e x4,
T

Faca esbocos graficos que permitam identi-
ficar com clareza cada uma das expressdes
listadas acima.

!

23. Considere a seguinte lista:

1 s
V5o . -12 5
x ; s ;T ; 3.

(a) Coloque essa lista em ordem crescente para

z€(1,00);
(b) D& o dominio e esboce, num mesmo qua-
dro, os graficos de

5

x , 23 e 3.
Faca esbocos graficos que permitam identi-
ficar com clareza cada uma das expressoes
listadas acima;

Dé o dominio e esboce, num mesmo qua-
dro, os graficos de

1 g
y (2> e m_12.
X

Faca esbocos graficos que permitam identi-
ficar com clareza cada uma das expressoes
listadas acima.

=

24,

25.

26.

D& o dominio e esboce o grafico das expressdes
a seguir. Explique como obter o grafico dessas
expressoes a partir do grafico da primeira delas.

(a) 2* (b) 27 —1
(c) 2l=l (d) 2-*
(e) 922+x (f) 922+|z|

Dé o dominio e esboce o grafico das expressodes
a seguir. Explique como obter o grafico dessas
expressoes a partir do grafico da primeira delas.

(a) z3/2 (b) 23/2 — 1
(c) |=f*2 (d) (—2)*/?
(e) 2—2)*2  (f) 2+ |z])>2.

Na figura a seguir é apresentado o gréfico de
uma expressio FE(z) cujo dominio é o inter-
valo (1,00). Em cada item, dé o dominio da
expressdao apresentada e construa o respectivo
gréfico.

(a) [E(2)|
(c) E(l=)
(e) E(—x)

Yy

(b) —
(d) E
(f) B

E(z)
() +1
(x—1).
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16

Progressoes e
séries

Considere a dizima periddica 2,2222... Aprendemos na Licdo 5 como descobrir a fracdo de
inteiros que ela representa. Nesta licio vamos analisar a dizima periddica sobre um outro foco.
Note que podemos escrevé-la da seguinte forma:

2,2222 ... =2+0,2+ 0,02 4+ 0,002 + 0,0002 + 0,00002 + - - -
Ou ainda, podemos escrevé-la como:
222222, . =242x107 4+2x10724+2x102+2x 1074 4+2x 102 +---

que representa a soma de todos os termos do que chamamos de progressdo geométrica de
primeiro termo 2 e razdo 107!

1 Progressao geométrica

Progressdo geométrica (ou pg) de razdo r e primeiro termo b é a lista ordenada
by br: b b o ™ e et

O termo br™ é dito o termo geral da progressao.

Note que numa progressio geométrica com termo inicial® b # 0 e razdo” r # 0, o quociente

!Se o termo inicial de uma progressio geométrica é nulo entdo todos os termos da progressio s3o nulos.
2Se a razdo de uma progressio geométrica é nula entfio a progressio tem a forma b; 0; 0; 0; 0; ---.
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entre um dado termo e o seu antecessor é igual a razdo, isto é&: br"*! = br® = 1 para todo
inteiro n > 0. Essa, ndo sé é uma maneira de determinar a raz3o numa progressiao geométrica
dada, como também serve para verificar se a progressao é, de fato, uma progressao geométrica.

A soma S, dos n primeiros termos dessa progressdo vale:

Sp=b+br+brl+b3+-- 4"t onde n>1.

n termos

Assim,

Sp=b+br+br+brd+.. 4 brn!
7Sy = br +br? +br® +brt 4 b

Sp— 1S, =b—0br".

Consequentemente, quando 7 # 1 temos® que:

b
Sy = T (1—7") paratodo n>1. (16.1)

Repare que a medida que o nimero n de termos aumenta, o Unico fator da expressao
(16.1) que se altera é o fator r". Se a razdo r satisfaz a condigdo —1 < 7 < 1 entdo " se
aproxima cada vez mais de zero a medida que n cresce indefinidamente (veja os exercicios (29)
e (30) na pagina 362). Nesse caso dizemos que 7" tende a zero quando n tende a infinito e
escrevemos: 1" — (0 quando n — oco. Conseqlientemente, 1 — 7™ tende a 1 quando n — o
e concluimos que:

b
(1 —7") se aproxima cada vez mais de
1—-7r 1—7r

quando n cresce indefinidamente. Sendo assim, entenderemos que a expressao

b
1—17r

representa a soma de todos os termos de uma progressao geométrica de termo inicial b € R e
razdo r € (—1,1), e escrevemos

b
b+br+brl 4 b4 = g quando —1<r<1 e beR.
—-r
Esses s3o os (nicos valores da razdo para os quais faz sentido a soma de todos os termos de
uma progressao geométrica com termo inicial ndo nulo.
Em resumo, dados niimeros reais r e b:

3Quando a razdo r = 1, a progressio geométrica tem aforma b ; b ; b ; --- e, consequentemente, a
soma S, dos seus n primeiros termos vale S, = nb.
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e dizemos que b+br +br?2 +--- 4+ br" + ... é uma série geométrica;

e quando |r| < 1 dizemos que a série geométrica é convergente (ou somavel) e que sua

soma vale T :

e quando |r| > 1 dizemos que a série geométrica é divergente (ou ndo somdvel), a menos
que b=0.

o o
Também usamos as notacbes Zbr” ou Zbr" ou b+ Zbr" no lugar da express3o
n>0 n=0 n=1
b4+br4+br?+ - +br" 4.

Exemplos
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
2 7 9227 237 947 257
é uma progressao geométrica cujo primeiro termo vale 1 e cuja razdo vale 1/2.

1

1 1 1 1 1

14 - —
+2+22+23+24+25+
é uma série geométrica convergente pois sua razao r vale r = % € (—1,1). Além disso, temos:
1+1+1+1+1+1+ _1_1_1_2
2 22 23 24 25 Cl-r 1-3% 1207

2 : 2 ; 2w 27d o 2wt 2nb
é uma progressao geométrica de razdo m e termo inicial 2. A soma dos seus n primeiros termos vale

1—7a" " —1 2
Sn=2x =2 X = "—1).
" 1—m Tm—1 Tm—1 (m )
A série geométrica correspondente 2+ 27 + 272 + 273 + 274 +27° 4. .- é n3o somdvel pois sua razdo

r=m > 1. Note que para todo inteiro positivo n temos que:
24242 42 4 2nt 4270 4 20" >+ 1.

Isso nos garante que a soma parcial S, ultrapassa todos os niimeros reais positivos a medida que n
cresce indefinidamente. Nesse sentido dizemos que S, tende para infinito quando n tende para infinito
e escrevemos 2+ 21 + 212 + 23 4 27t + 200 + - 4 27" - = 0.

3; =3;3; =33 3; =3 ;
€ uma progressdo geométrica tendo 3 como primeiro termo e cuja razdo vale —1. A soma S,, dos seus
n. primeiros termos vale:

g — 3 quando n é impar

" {0 quando n é par.

Aqui também, a série geométrica correspondente 3—3+3—-34+3—3+--- é n3o somavel pois a razao
r = —1. Note que a soma dos n primeiros termos fica oscilando indefinidamente, ora assumindo o valor
3, ora assumindo o valor zero a medida que n cresce indefinidamente. Esse é um comportamento bem
diferente daquele mostrado no exemplo anterior.
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Licao 16

1 1 1 1 1 1
BERE R TR T R
é uma série geométrica convergente pois sua razao r vale r = —% € (—1,1). Além disso, temos:
$1 1 1,1 1 1 1 1 1 3
+¥_3?+"'_1—r_1_(—%)_1+§_m_i'
tem razao r = x. Logo, ela é somavel quando, e

1— -4 — — —
34_32 33

A série geométrica 1+z+ 22 +a®+ -4+ 2" +--
somente quando |r| < 1, isto é, quando, e somente quando |z| < 1. Nesse caso sua soma vale:
1

l+z+a”+2%+ - +a"+- = :
1-=z
ndo é somavel quando |z| > 1.

Além disso, a série 1+ x4+ 22 +23+- 42" +
Z n
) +--- tem razdo r = z/2. Portanto,

)+ (3 o+ G

z 2\2
M ORI
série geométrica 1+ 5 +Z 5) (5 .
ela é convergente quando ‘5‘ < 1, ou seja, quando |z| < 2 e temos:
s () s
2 T 1-%z 2-2z°

(5 +G)+G

2
diverge quando |z| > 2.

z
142
Sk
Somsomsiman 145 (3 (5) 0 (3) -+ 5+
mos também que = - - Z z
a 2 " \2 2 2 2
citada no inicio desta Licdo. Temos que:

Considere a dizima periddica 2,222 ..
2,222...=2+4+2x107 4+2x10724+2x1072+---

que representa uma série geométrica convergente ja que sua razio vale 107! € (—=1,1). Além dissso,
2x10 20

— 2 _
T 1-10"' 10—-1" 9~

temos que:
2,222...=2+4+2x107 ' 4+2x107242x1072 +-
usando um processo diferente daquele apresentado

Determinamos assim a geratriz da dizima 2,222..

na secao 2 da Licdo 5.

2 Progressao aritmética

Outro tipo de progressdo é a progressdo aritmética.

Progressdo aritmética (ou pa) de razdo r e primeiro termo b é a lista ordenada
;s b+ (n—1Dr ;5 b+nr 5 b+(n+1)r ;

b b+r ; b+2r ; b+3r ;
O termo b+ nr é dito o termo geral da progress3o.
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Numa progressdo aritmética a diferenca entre um dado termo e o seu antecessor é igual a
razdo, isto & (b+ (n+1)r) — (b+nr) =r para todo n > 0. Essa, ndo sé é uma maneira de
determinar a razdo da progressdo aritmética, como também serve para verificar se a progressao
dada é, de fato, uma progressao aritmética.

A soma dos n primeiros termos dessa progress3o vale:

Sp=b+B+r)+O+2r)+b+3r)+--+ (b+(n—1)r).

n termos

Assim,

=b+(b+r)+b+2r)+(b+3r)+--+ (b+ (n—1)r)

Sn
S, = (b+ n—1)r)+-~-+(b+3r)+(b+2r) (b+7)+b

28, =n(2b+ (n—1)r).
Consequentemente, temos que:

~ n(20+ (n—1)r)
" 2

para todo n > 1.

Também podemos associar uma série a uma progressao aritmética, a saber:

S otnr)=b+(b+r)+b+2r)+ (b+3r) 4+ (btnr)+--
n>0

No entanto, podemos mostrar que essa série nunca é somavel, a menos que o primeiro termo e
a razao sejam ambos nulos.

n(2b+(n—1)r)

Usando argumentos de Cdlculo | ndo é dificil mostrar que a expressdo S, = >
tende a o0 ou —oo quando n cresce indefinidamente (isto é, n — o0), a menos que b e r
sejam, ambos, nulos.

Exemplos
1~1+1-1+2-1+§-1+§-1+§~
3 27 27 27 27 27

é uma progressdo aritmética cujo primeiro termo vale 1 e cuja razdo vale 1/2.

A progresséo 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; --- ;3 m ; --- éuma progressao aritmética tendo 1 como
termo inicial e 1 como razdo. A soma S,, dos n primeiros termos dessa progressio vale:
n(2+mn-1)) nn+1)

Sp=14+2+3+4+5+ - +n= 5 =

Note que para todo inteiro n > 1 temos que:

nn+1) n?+n_ n+n
Sn: = =
2 >~ 2 "
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A propriedade S,, > n quando n > 1, nos garante que S,, ultrapassa todos os niimeros reais positivos
a medida que n cresce indefinidamente, isto é, S,, — oo quando n — oo. Mostramos assim que a
série em estudo é n3o somdvel, ou seja, é divergente.

A soma S, dos n primeiros termos da progressdo do exemplo anterior vale:

S, = 1+(1+;)+(1+§)+(1+z)+<1+3)+...+<1+”;1)
_ 24 (@-D3) _ n(d+m-1) _ nm+3)
2 4 4

Aqui também, para todo inteiro n > 1 temos que:

Sn:n(n+3) _n2—|—3n> n+3n

4 4 4

Analogamente, a propriedade S,, > n quando n > 1, nos garante que .S,, ultrapassa todos os niimeros
reais positivos a medida que n cresce indefinidamente, ou seja, S, — oo quando n — co. Mostramos
assim que a série em estudo é divergente.

3 Sequéncias e séries

Uma sequéncia de nlimeros reais é uma lista ordenada de nimeros reais

ap ; a2 ; a3 ; a4 ; ... 5 Qp ;
onde a ordenagio é dada pelos sub-indices 1,2,3,... ,n,... Assim, a; é o primeiro elemento
da sequéncia, as é o segundo elemento, as é o terceiro elemento, ..., a, é o n-ésimo elemento

e assim sucessivamente. O n-ésimo elemento também é dito termo geral da sequéncia.
As progressGes geométricas e aritméticas aqui estudadas s3o exemplos de sequéncias de
nimeros reais. Outros exemplos de sequéncias s3o:

w2 ;032 43 5% 6% ... (n+1D)"
w5 —1; 2 ; 32 ; 42, 5, ... n?
1 1 1 1 1
w5 gy 7 P
3 4 5 n
1 1 1 1 1
ngl’ ) ) ) ) ) )
22 -1 32 -1 42 — 1 52 -1 n?—1
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Uma sequéncia de nimeros reais

ai ; az ; as ; G4 ; ... ; Gp ; ... também é denotada por (an)n>1.

A ela associamos uma série, como fizemos para as progressoes, a saber:

apn=ar+aytagtta, oo
n>1

Essa série pode ser ou ndo somdvel, isso depende da sequéncia que lhe da origem.

Uma maneira de saber se uma série é convergente (ou somavel) é fazer o que fizemos com a
série geométrica: determinamos a expressao da soma S, dos n primeiros termos da sequéncia
(nem sempre é possivel explicitar de forma simples tal soma) e depois analisamos o que ocorre
com S, quando o nimero n de termos cresce indefinidamente. Eo comportamento de .S,
que dird se a série € ou ndo somavel. Se S,, se aproxima de um dnico valor real A, a medida
que n cresce indefinidamente, diremos que a série é somdvel e que sua soma vale A. Caso
contrédrio, ela é dita ndo somavel, ou divergente.

Exemplos
# A soma S, dos m primeiros termos da sequéncia
T S 1
2 7 2 3 7 3 4 " n o on+1
vale 11 1 1 1 1 1 1
e T R R T I
a qual se aproxima de 1 quando n cresce indefinidamente, j4 que, nesse caso, n%_l se aproxima de

zero. lIsso significa que a série

1 1 1 1
Z i . (vl Z i _
‘ 1(n n+1> @ somavet € (n n+1>

n=1

_ ara n # —1,0 concluimos, também, que
nn+1) n n+1 P 7 -1 .

> 1 > 1
27 é somavel e 27:1.
—n(n+1) i n(n+1)
Repare que as séries acima ndo sio séries geométricas.
# A sequéncia
1 1 1 1 1
16.2
22 -1 7 32—-1 7 42-1 7 52-1"7 T n2-1" (16.2)
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tem — como termo geral o qual pode ser escrito na forma
1 1 1 1
== — d +1. 16.
n?—1 2{n—1 n+1} quando n 7 (16.3)

A soma S,, dos n > 2 primeiros termos de (16.2) nos fornece:

S 1 ]__} + 1_} + 1_1 + 1_1 + + 1 — 1 + l_ 1
2 3 2 4 3.5 4 6 n—1 n+1 noon+2

RV RN S S S GUE B Y G B

S 2 2 n+l n+2f) 4 2|\n+1 n+2

que tende para 3/4 quando n cresce indefinidamente jd que 1/(n+ 1) e 1/(n + 2) tendem a zero
quando n cresce indefinidamente. Consequentemente, a série associada a sequéncia (16.2) satisfaz:

| > 1 3
;rﬂ—l é convergente e nzz:zmzz.

Note também que essa série ndo é uma série geométrica.

# Asérie 1+14+1+1+--- édivergente. A soma S, das n primeiras parcelas vale S,, = n. Essa
soma parcial ultrapassa todos os niimeros reais positivos a medida que n cresce indefinidamente. Isto
é, S, tende a infinito quando n tende a infinito, ou seja: S, — oo quando n — oco.

Pela mesma razdo a série 1+ % + % + % + % + --- é divergente, pois
-1 1
Sn:1+n2 =§+g>g para todo n € Z*.

Portanto, S,, vai ultrapassar todos os reais positivos a medida que n — oo, isto é, novamente teremos
que S, — 00 quando n — oo

1 1 1 1 1
# O termogeral dasequéncia 1 ; = ; = ;5 = ; = ; ...; — . é 1/n e a série a ela associada
R 2 3 4 5 n
é a série
1 1.1 1 ) . . o
Z — =1+ 3 + 3 + 1 4+ --- a qual é denominada série harménica.
n

Esta série é divergente. Vamos mostrar sua divergéncia agrupando de forma conveniente os termos desta
série. Para isso, facamos:

oo

Zl—l+1+1+1+ +1q
nzln_ 2 34 n
—1+1+{1+1}+{1+1+1+1}+{1+1+1+1+1+1+1+1}
o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 13 15 ' 16
N——
>5+i=3 >5+tststs=3 > ftististiototetoT6=2

+{1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1}
17 718 719 20 21 122 23 " 24 ' 25 27 29 " 30 " 31 ' 32

,—+§+§+§+§+§+§+§+ﬁ+—+§+ﬁ+—+ﬁ+—+§ i

1
e > A o 4 T4 =00,
+ > +2+2+2+2+ 00
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Outros exemplos de séries divergentes, isto é, ndo somaveis, s3o:

> 1 1 1 1 1 1 1
=1 2 34 T T T 14+ 4+ 4...
d on=1+v2+V3+ ; Z% stitst ; Z2n+1 +t3+z+
n=0 n>1 n>0
> 1 1 1 1
)" =1—-14+1—-1+-- =1l—-1—-=—-=—=—...
n;)( ) + + ’ 7;)172n 3 5 7

4 Propriedades das séries

Mesmo sem saber exatamente como se define a convergéncia de uma série ndo geométrica
de nimeros reais, podemos manipular algebricamente com tais séries, usando algumas de suas
propriedades, apresentadas a seguir.

o0

o (0.0 (0.0
Se Zan e an sdo convergentes entdo Z()\ ap) e Z(an—i-bn) s3o convergentes.
n=1

n=1 n=1 n=1

oo

Além disso, Y (Aan) = )\ian e i(an + by) = ian + ibn onde A e R.
n=1 n=1 n=1

n=1 = n=1

(o0} oo
Zan é convergente (resp. divergente) <= Z a, é convergente (resp. divergente).

n=1 n=ng

No caso convergente, vale a igualdade:

o o
Zan:a1—|—~-+an0,1—|— Z a, onde ng> 2.
n=1

n=ng

o0 o
Se E an, € convergente e E b, é divergente entdo

n=1 n=1
Z(A by) e Z(an + Ab,,) sdo divergentes quando A # 0.
n=1 n=1

(o@) D
Se 0<a,<b, e Z an € divergente entdo Z b, ¢é divergente

n=1 n=1

o o0
Se 0<a, <b, e Z b, é convergente entao Z an, € convergente

n=1 n=1
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Aqui estamos entendendo que

oo
E an=§ an = A + Q41 + Qg2 + - -
n>k n=~k

Exemplos

1 2 . .
# As propriedades acima nos garantem que a série E ( + — m é convergente. Ela n3o é uma série
n>1
geométrica mas, pode ser vista como soma de duas séries geométricas convergentes. Assim,

= /1 2 =1 =2 =1 =1
Sate) = Xatie - Lailw

277.
= 1 n=1 n=1 n=1
S L |
- o\2 22 23 332 3
1/2 1/3 1
—12 " P1-1/3 T2
‘. 1 1 P . . -
# Provamos que a série Z — =1+ 5 + 3 + .-+ é divergente. Além disso, sabemos que a série
n

n=1

1 1
ZQ "=1 + + 5 + 2 + .-+ é convergente pois é uma série geométrica de razdo 1/2. Logo,

pelas propnedades que acabamos de listar, sdo divergentes as seguintes séries:

[ee] oo oo oo
1 1 1 1 1 1 1 1 10 1
e A HA N T T . - 10( =
n 3+4+5+ ’ n 100—~_101—~_102+ ’ Zn Z (n)
n=3 n=100 n=2 n=2
> 1 11 1 > 1 > 1
)=z - .. . 9—n 4 - . o—n _ .
S(a)=55mi o X(er) o X(2-g)
n=2 n=1 n=1
1 1 1 1
% PR T S S .
A série 2+4+6+8+ é divergente pois
1 1 1 1 =1 . 1/1 =1 .
2+4+6+8+”.:;2n:;2(n> e ;ﬁ é divergente.
1 1 1 1 1
# A série Z T 1—|—3+5+7+9+ - é divergente pois
1>1 1>1 1>1 1>1 ) ) ;
- => = —> = = > = e assim sucessivamente .
273747576778
(oo} [ee]
C éri — édi te, luf éri também é di te.
omo a série ;271 é divergente, concluimos que a série 7;271—1 ambém ¢é divergente
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Vocé pode aprender muito mais sobre séries nas referéncias [1, 5, 12]

Exercicios resolvidos

. Verifique quais das progressoes a seguir sao progressoes geométricas. Determine a soma dos
n primeiros termos das duas primeiras progressoes.

(a) Progressdo de termo geral 3™/2 onde n > 0;
(b)2 ; 32 ; 3% ; 3% ;

(c) Progressao de termo geral n! onde n > 1;

_mn

(a) Temos que 3" 38 =3"F % =32 = V3 para todo n > 0. Portanto, essa progressdo € uma
pg com razdo v/3. A soma S, dos n primeiros termos 1 ; 31/2 ; 32/2 ; 33/2 . ... . 3(n-1)/2
vale

C1-(V3)" (- VEI)(+VE) | 14V VB - VBT VBB - VG 1

TS T U VB(+vE) 2 2

(b) Comparando os trés primeiros termos da progressdo, temos que: 32 -2 +#3%+3%. Logo, essa
progressao nao é uma pg. No entanto, ela é uma pg com razdo r = 3 a partir do segundo termo.
Assim, a soma S,, dos n primeiros termos 2 ; 3% : 3% . 3% . ... . 3" vale

n—1 termos

2 13"t 9 n—1 3 n
Sp=2+3 ><173:2+§(3 —1):2—1—5(3 —3) quando n>1.

(n+1)!  1Ix2x3x---xnx(n+1)

nl I1X2X3x---xn
mente, a progressao em questao nao € uma pg.

(c) Temos que

=mn + 1 que depende de n. Consequente-

. Calcule o 15° termo da progressao geométrica cujo segundo termo vale 5 e cuja razido vale
5,1.

O termo procurado é o 14° termo da pg de razdo r = 5,1 e tendo 5 como primeiro termo.

O n-ésimo termo dessa pg vale: 5r"~! = 5 x 5,1""!. Fazendo n = 14 concluimos que o termo
procurado vale 5 x 5,113,

. Seja a € R. Pergunta-se: sempre existe uma progressiao geométrica onde o termo inicial vale
2 e o nono termo vale a?
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Se tal pg de razdo r existe, 0 9° termo precisa satisfazer a condicio 2r°~! = a, ou seja,

r = {/a/2 . No entanto, uma tal razdo n3o existe quando, por exemplo, a = —1. Portanto, a resposta
a pergunta colocada é NAO.

. Compare a soma dos n primeiros termos das seguintes progressoes:
1;1; 13; 13 135 13 ... e 1; -1;1; —13; 1; —1; 1 ;
Para a primeira progressdo, a soma S,, dos n primeiros termos vale
Sp=14+14---+1=n.
—————
n parcelas

Para a segunda, a soma 7, pode assumir os seguintes valores:
S1=1; &=0; S=1; &=0; S=1; S=0;

De fato, podemos expressar a soma dos termos dessa pg da seguinte forma:

S — 1 quando n é impar
"7 10 quando n € par.

Quando o nimero n de termos cresce indefinidamente, as somas S, e S, tém comportamentos
distintos :

e S, cresce indefinidamente, ultrapassando todos os niimeros reais ;

e S, nao cresce indefinidamente mas, fica oscilando, assumindo periodicamente os valores 1 e 0.

E por causa desses comportamentos que elas sao ndo somaveis, ou seja, ndo convergentes.

. As séries geométricas a seguir sao convergentes ?
(@) 1+24+22 42324 425 ...
(b) 0,9°24+0934+0,9"%4+0,97°%+--.
VB V3N VBB VB — VBN
(C)< >+( >+< )+
V2 V2 V2

d 7—m?+7 -4+ 7% 7m0 4 ...

Para responder a pergunta precisamos saber se a razdo r satisfaz ou ndo a condi¢do |r| < 1.

(a) Nesse caso » =2 > 1. Logo, a série é divergente.

b) Aqui, a série é da f > 097 = (=) => (% ¢ di te poi 3
(b) Aqui, a série é da forma 2 2 (079> n_2<9) que é divergente pois a razao
r:19—0>1.

(c) Nesse item, comegcamos com a seguinte anlise:

VE-V3<v2 «— V5<V3+V2 <= 5<3+2+2/6=5+2V6.
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N
V2

Acabamos de mostrar que /5 — /3 < v/2. Consequentemente, 0 < <1 o que mostra que

a série geométrica em estudo é convergente.

(d) Nesse caso a razio r = —7w ¢ (—1,1). Logo, a série é divergente.

. Determine os valores de x para os quais as séries geométricas a seguir sao somdveis e calcule
a soma de cada uma delas. Determine também os valores de x para os quais elas nao sao
somaveis.

(@) 2z + (2z)% + (2z)% + (2z)* +

o (§ +(&+(

0 (5 () 5

(d -1+@E@-)-(@-D*+(-1)°-(-1)'+(-1)°— (- 1)°+
(e) 1+z+(1+i>2+(1+i)3+(1+z>4+---

Note que em cada um dos itens, a razdo r e o termo inicial b dependem da varidvel z.

(a) Essa série geométrica tem razdo r = 2z e primeiro termo b = 2z. Assim, ela é somdvel quando

1
2] <1 <= |m|<§

e temos

- 1
2(250 quando |z| < 7
n=1

Quando |x| > 1/2 a série ndo é somavel.

(b) Nesse caso a razdo vale r = /3 e o termo inicial b= (x/3)2. Logo, a série serd somdvel quando

‘§’<1 — |z| <3.

Consequentemente,

d .
Z( ) 1—95/3 3(3—35) quando |z| <3

Quando |x| > 3 a série ndo é somdvel.

(c) Temos que Z (g) = Z <i> . Assim, a razdo r = 3/x e o termo inicial b = 3/z estdo
n=1

n=1
bem definidos desde que = # 0. Para garantir a somabilidade da série devemos ter |r| < 1, ou seja:

<1l <= |z|>3.
x
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Portanto,

= (z\ " 3/z 3
_— pr— = d .
;:1(3) T—3/z 1.3 quando x| >3

Para 0 < || < 3 a série ndo é somdvel e quando = = 0 a série ndo estd bem definida.

(d) Nesse item, temos que r = —(z — 1) e b= —1. Assim, para garantir a somabilidade, devemos ter:
lr—1<1 <= =z€(0,2).

Consequentemente,

-1

S E-D) @@ - D = @ -)= ey

1

=—— quando z€(0,2).
T

Além disso, essa série diverge para = € (—o0,0]U[2,00).

2 . . A

(e) Temos que r =1+ — = b estdo bem definidos para = # 0. Para garantir a convergéncia, devemos
x

ter:

2 2 2 1
1+’<1 = -1<1l4+-<1 = -2<-<0 = -1<-<0.
x x x x

Agora, para = # 0 temos:

1
o — <0 <<= x<0;
T

1 2
o ->1 = L5 2 = 22tr>0 — z(z+1)>0
X x

— z€(—00,—1)U(0,00)

jd que —1 e 0 s3o as solugdes do trinémio x(z + 1) =0.

Combinando as solu¢des das duas inequagdes acima estudadas, obtemos:

2
’1+<1 — z€(-00,—1).
T
Concluimos ent3o que
3 2" 1432 z+2
7;(1+x) :1_1_%:7 5 quando z € (—oo0,—1).

Quando z € [-1,0)U(0,00) a série ndo é somdvel. Para z =0 ela ndo estd bem definida.

. Escreva as dizimas periddicas abaixo na forma de uma fracao de nimeros inteiros, usando séries
geométricas.

(a) 0,2102 (b) 13,023 (c) 1,21232.

Escrevendo essas dizimas periddicas na forma de séries geométricas, obtemos:
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(@) 0,2102 = 1073 x 2102 =102 x (210+2x 107" +2x 107242 x 1072 +---)

2 % 10~ 2
— 1073 x (210 n X) — 1073 x (210+ 9>

1—10-1
_210x 942  1.892 473
B 9000  9.000 2250 °
(b) 13,023 =13 +23 x 1072 +23 x 107+ 23 x 1077 4 - -
23 x 103 23

=13+ =" —134+ —

1103 * 999
~ 13x999+23  13.010
N 999 999

(c) 1,21232 = 1072 x 121,232 = 1072 x (121 +232 x 107% + 232 x 1076 + 232 x 1079 +- - -)

932 x 10-3 932
— 1072 x <121 n m) —102 x (121 n 3)

1—10-3 999
_ 121 x999+232  121.111
- 99900 ©99.900

. Verifique quais das progressGes a seguir sao progressoes aritméticas:

(a) Progressdo de termo geral 2(n + 1) onde n > 0;

1
(b) Progress3do de termo geral 3(1 + ) onde n > 1;
n

(c) Progressdo de termo geral 5 onde n > 2
n p—
n? —

(d) Progressdo de termo geral onde n > 0.
14+n

Temos que:

(@) 2{(n+1)+1} —2(n+1) =2 paratodo n > 0. Logo, a progressdo em questdo é uma pa.

1 1 3 3 3n—-3n—3 3
b) 3(]11+ —— | —-3(1+—-] = ——= =— d de d :
(b) < +n+1) ( +n) n+1l n nn+1) nn+1) que depende de n
Concluimos ent3o que essa progressdao ndo é uma progressao aritmética.
1 1 1
(c) Note que tno_ nt = para n # 1. Assim, temos que

n2—1 (n+1)(n-1) n-1

1+(n+1) 1+n 1 1 1 q de d
— — — = — — ue aepenae de n.
m+1)2—1 n2-1 (n+1)—1 n—-1 n n—1 MP

Consequentemente, a progressao desse item n3o é uma pa.

TL27

T =n—1 paran# —1. Assim, ((n+1)—1)—(n—1)=—1.

Consequentemente, a progressdo é uma pa.

(d) Do item anterior temos que
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9. Mostre que a sequéncia (an),>1 onde a, = 1/n ndo é uma progressdo geométrica, nem

10.

11.

aritmética.
Essa sequéncia n3o é uma progressao geométrica pois:

1 1
=" ndo é uma constante (depende de n).
n+l n n+1

Ela também n3o é uma progressio aritmética pois:

1 1 — 1 1
_-_r (n+1) =— ndo é uma constante (depende de n).
n+l n n(n+1) nin+1)

Considere a sequéncia (a,),>o definida por

na, — (n+1)

ap=0 e apy1 = (n T 2)2 para todo n > 0. (16.4)
(1) Calcule a; para i =1,2,3,4;
(2) Relacione a,, € a,,—1 para n > 1.
Da defini¢do de (an)nen concluimos que:
(1) Fazendo n=0,1,2,3,4 em (16.4) obtemos
Oxap—(0+1) 1
a1:a0+1:W:—1§
vy, XD w2 1442 94 1
(1+2)2 9 9 9 4
2xaz—(2+1) 2a—-3  1/2+3  7/2 7
BT =T T 16 16 16 32
o ags, - 3X @G Be -4 21/3244  20/324128/32 149
(3+2)2 25 25 25 32 x 25

(2) Quando n > 1, segue que n — 1> 0 e podemos concluir de (16.4) que

(n—Dan—1—((n-=1)+1) (n—-1a,1—n

(n—1)+2)° - (1

An = Q(n-1)+1 =

0 que exprime a relacdo entre a,, € a,_1 para n>1.

Dé a expressao da n-ésima parcela das seguintes séries:

(a)1+1+1+1+1+ (b)§+é+i+£+...
3 5 7 9 4 9 16 25
(c)1+1+1+i+i+i+ (d)§+g+27+§+
3 6 10 15 21 4 8 16 32
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Enumerando as parcelas, obtemos:

1 1 1 1
(@ 1 ; ; ; VY
2x2-1" 2x3-1 " 2x4-1 2xn—1
(b) 241 242 243  2+4 . 2+n
47 (2+1)2 7 (242)2 7 (2+3)2 ] "2+ (n—1)°
(C) 1 : 1 . 1 . 1 . . 1 — 2
T 1+2 7 1+4+2+3 7 1+2+3+4 " 142434--4+n  nn+1)
3t 32 33 3 3n
(d) 922 ) 2*33 24 ) 25 o onti

Assim, os n-ésimos termos s3o, respectivamente,

I 24n 2 3"
2n—1" (2+(n—1))2 " n(n+1) 7 2ntl]

Dé uma expressao para a soma dos n primeiros termos da sequéncia
1; 2; =33 4; 10 ; 10* ; 10% ; ... ; 10" ;
que seja verdadeira para todo n > 4.

Essa sequéncia é uma progressao geométrica, a partir do 5° termo. Assim, quando n > 5
a soma S, dos n primeiros elementos pode ser feita da seguinte forma: somamos os quatro primeiros
elementos com a soma dos n—4 primeiros elementos da pg de razdo e termo inicial iguais a 10. Assim,
obtemos:

1—107* 1—10"* 10" 4 —1
— _ — _— = —_— > .
S, =14+2-3+4+4+10x 110 4+10x 110 4+10x 9 quando n >4

@ Note que essa expressdo para S, ndo é correta quando n € {1,2,3}.

Mostre que as séries a seguir sao convergentes e calcule as suas somas.

o:oil T ) 1 oo 1
@2 oy © > g UD e

Nas séries que n3o sdo séries geométricas vamos calcular a soma S,, das n primeiras
parcelas e analizar o seu comportamento quando n cresce indefinidamente.

@Temosaie 3 (2) = (2) () () < () vt () (2) ¢

n=-—1
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é uma série geométrica cuja razdo r = 2/3 e cujo termo inicial vale b =3/2. Como |r| < 1 segue que
a série é convergente e sua soma vale

= (2\" b _ 3/2 3/2 9
Z(?,) T l-r 1-2/3 1/3  2°

n=-—1

. n" . - ~ L
(b) A série Z 37" = Z <3) é uma série geométrica de razdo r = 1/3 e termo inicial b =1/3.
n>1 n>1
Como |r| < 1, segue que a série é convergente, e

.13 13 1
>3 T1-1/3 2/3 27

n>1

1\" .
(c) A série Z \?/57 Z \/5) Z (\3/5> é uma série geométrica de razio r = 1/V/5 e

n>4 rL>4 n>4
termo inicial b= 1/(5[) Como |r| < 1, segue que a série é convergente, e

> 1 1/(5V5) 1
n>4\:757 1- 1/‘[ 5(‘3/5_1).

1

———— é convergente. Consequentemente, segue das
n(n+1)

(d) Vimos na pagina 338 que a série Z

propriedades das séries que Z

n=1

——— é convergente e
(n +1) &

oo

00 0o y 1
z:: (n+1 z:: n—|—1 -7 jaque nz::ln(n—&—l):l'

(e) Imitando a decomposicdo que fizemos da expressdo (16.3), na pagina 339, temos:

1 1 1 1
= - — tod +2.
n?—4 4{71—2 n+2} para todo 1 7
Assi 1 1 1 1 1 |
ssim, a soma S,, dos n termos 327—44_m+”.+n2—4+(n+1)2—4+(n+2)2—4 vale
11 1+1 1 1 1+1 1+1 1+1 1+
4 5 2 6 3 7 4 8 5 9 6 10
1 1+ 1 1 n 1 1 n 1 1 +1 1
n—4 n n-3 n+l1l n—-2 n+2 n—-1 n+3 n n+4
_1 1_’_1_~_1_’_ 1 1 1 1
4 2 3 4 n+l n+2 n+3 n+4
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isto é,

_1/25 1 1 1 1

Sp=—¢—— - - —
4{12 n+l n+2 n+3 n+4}

1 25 . - .
que tende para 1 X 12 quando n cresce indefinidamente ja que todas as parcelas que dependem de n

na expressao acima, tendem para zero quando n cresce indefinidamente. Mostramos assim, que a série

em estudo é convergente e
o0

1 25
it R

(f) Temos que

! = L _ ! L ando #2,3
n2—5n+6 (n—-3)(n—2) n-3 n-—2 quan " T

Assim,

1 1 1
e — . 1
Zn2—5n—|—6 n>4<n—3 n—2> (165)

n>4
Fazendo a mudanga de varidvel £k =n — 3, resulta que:

en>4 <= k>1;
en—-3=ken—2=k+1.

A série acima, escrita em termos da nova varidvel k, toma a forma*:

> ew) =

k>1

, - L. 1 ,
Concluimos entdo que a série E 3 é convergente e sua soma vale 1.

n24n —5n+6

Quais das afirmacoes a seguir sao falsas ?

a)Seb>0er entdo todas as parcelas da série -, br™ sao positivas;
Se b>0 0 a d las da séri o br™ sa iti

(b) Se b>0 e |r| <1 entio > -

oo, br™ é convergentee Y >0 br™ > 0;

(c) A série Y 2 , L~ & convergente;
(d) A série >

oo 1 T .
n=2 ny1 ¢ divergente;

(e) A soma, termo a termo, de duas séries distintas e divergentes produz uma série divergente .

*Vocé também pode ver isso diretamente da expressio no membro direito de (16.5). Basta escrevé-la termo
a termo.
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(a) Essa afirmagio é falsa pois quando b > 0 e 7 = —1 os termos br" sdo negativos sempre que n
for impar-.

oo

(b) Como |r| < 1 segue que essa série geométrica é convergente e E br’ =

. Além disso, sendo
—-Tr
n=1

r <1, temos que 1 —r > 0. Assim, como b > 0, segue que

oo
> (0 e, portanto, Zbr" >0.

n=1

-T

Concluimos entdo que a afirmacdo é verdadeira.

(c) Considere a mudancga de varidvel n =k +2. Assim: n=2 <=k =0. Consequentemente,

=1 ad 1 =1 1 1 1
- = = — 14+ 4+ 4 4.
;271—3 ];2(15—1—2)—3 kg)%ﬂ tytytrt

que como ja vimos é divergente. Logo, a afirmacdo é falsa.

(d) Temos que

o0

Z L —1—&—14—}—4— ¢é divergente pois 1+1+1+1+ é divergente
ntl 23" 14 gente p 27371 gente-

n=1
Logo, a afirmacgdo é verdadeira.

(e) Essa afirmag&o ¢ falsa pois, como ja vimos, a série

1 1 .
Z - — € convergente
n n+1l

n=1
mas
=1 = 1 T .
E — e E — sdo séries distintas e divergentes.
“n < n +1
n—= n

@ Nota: Vocé pode construir exemplos muito mais simples que esse !

15. Considere a série

> 1\" 1 1\? 1\? 1\*
Z<1+) :1++<1+> +(1+ ) +<1+) +--
ne1 xr xr xr xr xr

(a) Para quais valores de x essa série converge ?

(b) Resolva a inequacao
oo 1 n
> (1 + ) < 2.
n=1 z
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A série dada é a série geométrica associada a progressdo geométrica de
primeiro termo: 14+ — e razao: 1+ —.
X X

(a) J4 vimos que uma tal série converge se, e somente se, sua raz3o satisfaz a condig3o:
1
-1<1l+-<1.
T
Assim, para garantir a convergéncia, devemos ter:

1 1
e l+-—-<1 <= —<0 <= z<0;
xr xr

e Além disso, para = # 0 temos:

1 1 z? 5
1+4->-1 = —->-2 = —>-2z
T X X

= 2°+2>0 <= z(22+1)>0.

Lembramos que o trindmio do segundo grau x(2x 4 1) é positivo fora do intervalo definido pelas
suas raizes que sdo 0 e —1/2. Isto é, z(2xz+1) > 0 se, e somente se, z € (—oo,—1/2)U(0,00).

Combinando as solu¢bes das duas inequa¢bes acima resolvidas, concluimos:
1

-1<14+-<1 <<= ze€(-0,-1/2).
x

Assim, a resposta do item (a) é a seguinte:

o0 1 n
Z<1+) converge <= 1z € (—o00,—1/2).
x

n=1

(b) No item anterior determinamos o dominio de convergéncia da série. Agora, podemos concluir que:

o) 1\" 1+ — 1+ —

Z(1+) = xl = lx =—(zx+1) quando =z € (—o0,—1/2).
ooa-(1+)

x x

Assim, no intervalo (—oo,—1/2) a inequagdo

n=1

o0 n
1

E <1+> <2r tomaaforma —(z+1)<2z.
x

n=1
Donde concluimos:
—(z+1)<2r <— 2u>-2-1 <= 3J>-1 < z>-1/3.

Portanto, as solucdes para a inequagdo proposta sdo os pontos do intervalo [-1/3,—1/2) e a solugdo
da questao estd terminada.
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16. Admitindo que o limite existe, pergunta-se: quanto vale?
1+
1+ —

1+ 2
14---

Admitamos ent3do que o limite em questdo existe e denotemo-lo por z. Assim, explorando
a periodicidade da expressdo, obtemos a seguinte relagio

Para z # —1/2 temos:

1
z= = 2(14+22)=1 <= 22*+2-1=0
1422
—1+4/1—-4x2x (-1 —
— z= \/ (1) = 1+3 .
4 4
e . . ) ) , —1+3
Como o limite acima n3o pode ser negativo, concluimos que o seu valor é 1 =1/2.

17. Considere a série

5 () () (o) (o) + (o) +
= 2 ) 2 2 2= 2

(a) Para quais valores de x essa série converge ?

(b) Resolva a inequacao

o0 1 n

S (1-—) < 4=°—1
2z ) — '

n=0

A série dada é a série geométrica associada a progressiao geométrica de

S . 1
primeiro termo: 1 e razao: 1— —

2t
(a) J4 vimos que uma tal série converge se, e somente se, sua raz3o satisfaz a condig3o:
1
-1<1—-—x<1.
2m
Assim, para garantir a convergéncia, devemos ter:

1 1 1
'1_27:<1 — —2—$<0 = 27>O que é verdadeira para todo x € R.

Consequentemente, essa primeira desigualdade é satisfeita por todos os nimeros reais.
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e Além disso, serd necessario que:

1 1 :
1—27>—1 <— 2>27 — 2>277 — 1>-2 <+— x>-1.

Combinando as solu¢bes das duas inequa¢bes acima resolvidas, concluimos:
1
—1<1—2—$<1 — z€(—-1,00).

Assim, a resposta do item (a) é a seguinte:

o0 1 n
Z (1 = 2t) converge <= 1z € (—1,00).

n=0

(b) No item anterior determinamos o intervalo de convergéncia da série. Agora, podemos concluir que:

E <1) =——— = — =2% quando € (~1,00).
o 1 1
n=0 1-— (1 — 7) —
2% 2%

Portanto, no intervalo (—1,00) a inequacido

- 1 " z2-1 x z2-1
E 1+—-) <4 toma a forma 2* <4 .
T

n=0

Donde concluimos:

x 21 x 2372_1 x 202 -2
27 <4 = 2"< (2% = 2°<2
= <2?-2 — 22-zx-2>0.

Sabemos que o trindmio 222 — z — 2 é positivo fora do intervalo das raizes que, nesse caso, valem:

1+,/T—4x2x(=2) 1+£V17
2% 2 4

Isto é,

14\/ﬁ) U <1+i/ﬁ,oo>.

22—z -2>0 <— xe(—oo,

Agora, precisamos saber quais desses valores de = estdo no intervalo (—1,00). Para isso, observamos:

1+ V17 1+ V17
e Evidentemente, +T > —1 ou seja, +T €(—1,00)

e Além disso,

1—-+v17
T\ﬁ>—1 <— 1—-V17T> -4 <— 1+4+4>V17 <+ 25>17

0 que mostra que (—1,00).

1—+/17
74 S
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Portanto, o conjunto solu¢do da inequagdo proposta é:

o AT (T - () (25 )

. . 1 1 1 1
18. Considere a série 1+———2+—3——4+--~
r x T T

(a) Para quais valores da variavel x a série acima é convergente ?

1 1 1 1
(b) Calcule 14+ — — — 4+ — — — + .-+
r x2 x3 x4
. 1 1 1
(c) Resolvaaequagio 1+ — — —+ — — — +--- =x;
z x2 23 24

. " 1 1 1 1
(d) Resolva a inequacdo 1+ — — — 4+ — — — 4+ - < a.
r x2 x3 x4

Consideremos a série

1+ ! ! + L ! +
z z2 3
Trata-se de uma série geométrica a partir da segunda parcela, cuja razio vale —1/x.
(a) Essa série é convergente se, e somente se,
1 1 1 1
-1<——<1 = -1<-<1 <= ‘f‘<1 = — <1
= |z|>1 <<= z€(—00,-1)U(1,00).

(b) Para z € (—o00,—1)U(1,00) temos que:

1_|_1 1+1 1+ g 1/x 14 1/x g 1
r x2  z3 ozt N 1—(-1/x) 1+1/z 1+z’

(c) Novamente, para z € (—o0,—1)U(1,00) temos que:

1 1 1 1+ 14 1
R 1+

— 22=2.

—r <= 24z=zx+2>

Concluimos dai que +1/2 s3o as duas tnicas solucdes da equacdo proposta ja que V2 € (1,00) e

—V2 € (—00,-1).
(d) Para resolver a inequacio
— 4+ <z (16.6)
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observamos que:

1 1 1 1 1
l+-—-S+—=5-—+ <z <= 1l+——<z
r T x 1+z
quando = € (—oo,—1)U (1,00). Assim sendo, para resolver (16.6) precisamos estudar o sinal da
expressao
1
1+m—$ em (—OO,—I)U(l,OO). (167)

Vimos que essa expressio sé se anula em +1/2. Além disso, como trata-se de uma expressio que varia
continuamente em todo o seu dominio de definicdo, temos a seguinte informag3o sobre a sua distribuigdo
de sinais:

Avaliando a expressio (16.7) em 2 =2 € (1/2,00) obtemos:
1 1 1 1

14— — 14— —2=-14-<0 (=);
Ml R e T3<0 )

e Note que 1 < 4/3 < /2. Assim, avaliando a expressio (16.7) em = =4/3 € (1,/2) obtemos:
| 1 4 1 2

1 3
e YL, T1xE 377 3@ )
e Avaliando a expressio (16.7) em z = —2 € (—o00, —/2) obtemos:
1 1
1 — =14+—4+2=2 ;
ti | t st >0 (+);
e Note que —v/2 < —4/3 < —1. Assim, avaliando a expressdo (16.7) em x = —4/3 € (—v/2,—1)
obtemos:
1 1 4 4 4
1+ -z =1+ Ttz =1-3+-=-2+_-<0 (-).
Tt | 1-473 3 3

Temos assim, o seguinte quandro de sinais para a expressdo (16.7):

wdl sinal de
A O ———— A O———=
V2 -1 1 2 1
V2 V2 i

Isso nos permite concluir que:
1 1 1 1

T 3

o que finaliza a solu¢do da quest3o.

19. Considere a série
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(a) Para quais valores de x essa série converge ?

(b) Resolva a inequacio

A série dada é a série geométrica associada a progressdo geométrica de

1 1

primeiro termo: 1 — — e razio: 1——.
x x

(a) J4 vimos que uma tal série converge se, e somente se, sua razio satisfaz a condic3o:

1
-1<1-—=5<1.
x

Assim, para garantir a convergéncia, devemos ter:

1 1
o1—9<1 — ﬁ>0 — x#0;

e Além disso, devemos ter:

1 1 5 1 5 1
1—-—=>-1 = =<2 = z>- <+ zc—=>0
x2 2 2 2
2 2
= (- D)o+ ) >0

o que ocorre se, e somente se, x € (—00,—v2/2) U (v/2/2,00).

Lembramos que o trindmio do segundo grau z? — 1/2 é positivo fora do intervalo definido pelas
suas raizes que sio ++/2/2.

Combinando as solu¢des das duas inequagdes acima resolvidas, concluimos:
1
“l<l-—5 <l = =€ (—o00,—V2/2) U (vV2/2,00).
Assim, a resposta do item (a) € a seguinte:

i(l—;)n converge <= wx€ (—o00,—V2/2)U(V2/2,00).

(b) No item anterior determinamos o dominio de convergéncia da série. Agora, podemos concluir que:

357



Licao 16 : Exercicios resolvidos

quando z € (—o00,—Vv2/2) U (v2/2,00). Assim, em (—o00,—v2/2) U (v/2/2,00) a inequagio

oo n
1 2

E (1—2> <z tomaaforma z°—-1<uz.
T

n=1

Por outro lado:

x2—1§x <— xz—x—lgO <~ «x¢€

2

onde as extremidades do intervalo acima sdo as raizesde =z —x — 1.

Agora, precisamos saber qual é a parte do intervalo acima que estd contido no dominio de convergéncia
da série em questdo. Para isso precisamos comparar —vV2 com 1—+5 e V2 com 1++/5.

Sabemos que v2 < 1++/5.

Além disso, temos que:

1-VE< V2 <= V2<vV5-1 <= 2<5-2V/5+1 <+ 2<6-2V5
— 2/5<4 — V5<2 <= 5<4 (oqueéfalso).

Isso mostra que —v2 <1 —+/5 jédque —v2#1—/5.

V2 1+¢5}

Portanto, a solu¢do para a inequagdo dada é o intervalo (2, 5

20. Considere a série

ad 2\" 2 2\2 2\3 2\4
ne1 X xTr X xTr X

(a) Para quais valores de x essa série converge ?

(b) Dé a distribuicdo de sinais dessa série em seu dominio de convergéncia.
A série dada é a série geométrica associada a progressiao geométrica de

e razao: 1— —.
T

primeiro termo: 1 —

(a) Ja vimos que uma tal série converge se, e somente se, sua razdo satisfaz a condigdo:

2
-1<1l—=-<1.
xr

Assim, para garantir a convergéncia, devemos ter:

2 2
o l-—<1 = —->0 <= z>0;
x x
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o Além disso, devemos ter:
2 2 1
1l—-—>-1 = —-—<2 = -<1.
T T

X

Como do primeiro item ja haviamos concluido que = > 0, do segundo concluimos que = > 1.

Assim, a resposta do item (a) é a seguinte:

oo 2 n

Z(l—) converge <= z€(1,00).
x

n=1

(b) No item anterior determinamos o intervalo de convergéncia da série. Agora, podemos concluir que:

2 2
0 n 1-2 1-=
Z(l_2> — x _ r _ T2
i N 1f<1fg> 2 2
X X

quando z € (1,00). Assim, em (1,00) a distribuicdo de sinais da série em questdo é:

e ela é positiva quando = > 2;
e ela é negativa quando = < 2;

e e se anula quando z = 2.
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. Determine o

. Determine o 5° termo da progressdo geométrica 9.

cujo primeiro termo é —2/3 e cuja razdo é 7.

105° termo da progressido
geométrica cujo 5° termo é —2/5 e cuja razdo
é —2.

10.

. Determine o 25° termo da progressao geométrica
cujo 5° e 11° termos valem respectivamente 1/5
e 26

. Conhecendo as estimativas

12<V2<13 e 14<V2<1p5

faca uma estimativa para

345 {7@' 2 /9 3
(a) 14+ ~= + () + (f) 4o

V2 \V2 V2
()

V2 \V2 V2

. Mostre que numa progressao geométrica de pri-
meiro termo a; € n-ésimo termo a,, o produto

P,, dos n primeiros termos é dado por
P, =+/(a1 x a,)™ .

. Calcule as somas infinitas a seguir e determine
os valores de = para os quais elas estdo bem
definidas.

@az+a®+2°+2"+---
mul+i+i+i+i+m
( x  x2 23 xt a2

(c) © — 22 + 32° — 227 + 329 — 22 4. ..

(b)

. Resolva a inequagio
R S S
x  x2 a3 2t -
. Resolva a equagao
Vet+a?+ad3 4 =ax—a>+2°—at4- .

11.

Determine o dominio de definicdo das expressdes
a seguir.

(a) V@ — Va? 4 /B — VaT 1 -
(b) (x+ 23+ 2%+ 27+ -2

Considere a progressdo geométrica

a;ar; ar®; ard; art; L.

onde a,r € R.

(1) Determine o m-ésimo termo da progressio
em fun¢do do primeiro termo e da razdo;

(2) Determine o n-ésimo termo da progressdo
em fun¢do do segundo termo e da razdo;

(3) Determine o m-ésimo termo da progressdo
em fun¢do do terceiro termo e da razdo;

(4) Determine o (n + k)-ésimo termo da pro-
gressdo em fungdo do k-ésimo termo e da
razdo, onde n,k € Z+.

Mais uma Demonstracdo sem Palavras, desta vez
para a série geométrica®

! + ! + ! + ! + ! +..-=1
2 22 23 24 " 95 o

H

23 1
21

Explique como vocé vé
essa demonstracdo.

N

1
22

12.

Seja a € R tal que |a] > 1. Calcule

Wirarip oLy
2 22 23 24 2n
@i+t il p Ly
a a? a3 at am
1 1 1 1 1
(B) — + — bbb
la|  al* " la]®  fa*  al?

1 1 1 1 1
(4) — — — 4 ..
la| a* " la]® fa*  al®
(5) 1 1 " 1 1 n 1

a a2 a3 a* ab

®Autor: Warren Pare, Extraido de Proofs without words, de Roger B. Nelsen, The Mathematical Association

of America.
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Mais uma Demonstracdo sem Palavras, desta vez
para a série geométrica®
1 1 1 1 1 1

Z+472+473+474+475+”.:§.

Explique como vocé vé
essa demonstragao.

14. Sejam a,b>0 e n > 1. Calcule

15.

16.

17.

(1)

admitindo que tais expressoes existem e sdo ndo
nulas.

()

3

Nota: Quando vocé estiver num curso de Andlise
na Reta Real verd que n3o é dificil provar que tais
expressoes de fato existem.

Resolva a equagdo

x xT x
T N -3
o+ gt

Resolva a equagao

MORGRIORS

Resolva a inequacao

SORMORIOREE

|
—_

18.

19.

20.

21.

Sejam a,b € (—1,1). Sabendo que

l+a+a*+a®+a+---=A
1+b+0*+b63+b*+--- =B
mostre que
AB
l+ab+a®b* +a*b® +-- = ———— .
+ab+a”b” +a’o” + A+ B -1

Simplifique as expressdes

1422+ 24 426404 g2
(a) 1+ 2 3 n '
rt+zt+ax’+---+x
1+x3+x6+x9+~~+x3”
(b) 14+ 2 3 n -
r+ar-+arr+---+x
(C)1+x3+x6+x9+-~-_
l+z+a2+a3+--- "
1—a?+a20 —2%+ ...
(d) l-z+a2—a3+---
“1+ﬁ+ﬁ+&+m
e .
l—z+a?2—a34--
1
Calcule
1+ !
1+ !
1+ !
1+ !
14---

admitindo que existe e é nao nulo.

Calcule

a+

a+ ——————
a+

a+

1
a+...

admitindo a > 0 e que a expressdo representa
um ndamero real n3o nulo.

®Autor: Sunday A. Ajose, Extraido de Proofs without words, de Roger B. Nelsen, The Mathematical Associ-

ation of America.
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23.

24.

25.

26.

27.

Licao 16 :Exercicios

Sabendo que a,b > 0 calcule
a

b+

bt ———————
bt ———
b+

b+ .-
admitindo que a expressdo, de fato, representa
um numero real nao nulo.

Determine o 5° termo da progressdo aritmética
cujo primeiro termo é -2/3 e cuja razdo é 7.

Determine o 25° termo da progressdo aritmética
cujo 5° e 11° termos valem respectivamente 5 e
23.

Calcule a soma dos n primeiros niimeros impares
positivos.

Determine o dominio de convergéncia da série
Y1 (1 —2)™ e dé a expressdo da sua soma
nesse dominio.

Determine o dominio de definicdo da expressdo

Vim— V¥V - Vg

28

29.

30.

. O diagrama’ a seguir é mais uma Demonstracio
sem Palavras do seguinte fato:

14+3+5+ -+ (2n—1) =n?

Mostre que (14+a)™ > 1+na quando a >0 e
n > 2 é um inteiro.

Seja 0 < r < 1. Use o exercicio anterior para
mostrar que r” tende para zero quando n cresce
indefinidamente.

"Autor: Nicomachus de Gerasa (circa A.D 100). Capa do livro Proofs without words de Roger B. Nelsen.
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Apéndice A: Tracando as paralelas

Na se¢do 3 da Licdo 8 aprendemos como localizar os nlimeros racionais na reta depois de fixados
a origem, a orientacdo e uma unidade de comprimento. Para finalizar tal se¢io prometemos
apresentar aqui um processo geométrico que nos permita, usando régua e compasso, resolver o
seguinte problema:

Dados no plano, uma reta r e um ponto P fora dela, como tracar usando
régua e compasso, a reta que passa por P e € paralela a r?

Podemos fazé-lo da seguinte forma:

e Tracamos um circulo C' com centro ro
em P e que intersecta a reta r em Fs
dois pontos distintos P e P». Seja
r1 o raiode C.

e Com centros em P; e P, tracamos s
Vs . Tl T1 LA
circulos C7; e (5 respectivamente,

ambos de raio r1. Tais circulos se in- 04/ pl“ Mpg \ v
E
tersectam nos pontos P e P, que v

determinam a reta perpendicular a r (O
passando por P. Essa reta, intersecta (eh Cy
o circulo C' nos pontos Py e Ps.

e Com centros em P, e P; tracamos circulos Cy e (5 respectivamente, ambos de raio
ro > r1. Tais circulos se intersectam nos pontos R e S que determinam a reta paralela
a reta r passando por P.

Tracando perpendiculares
Vamos aproveitar a oportunidade para responder também, a seguinte quest3o:

Dados no plano, uma reta r e um ponto P sobre ela, como tracar usando
régua e compasso, a reta que passa por P e é perpendicular a v ?

Podemos fazer isso da seguinte forma.
Fixemos uma reta r e um ponto P sobre ela. O processo que vamos descrever é parte do
processo geométrico descrito acima.

e Tracamos um circulo C com centro em P e que intersecta a reta r em dois pontos
distintos Py e P3. Seja 1 o raiode C.
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e Com centros em P; e P5, tracamos circulos C7 e Cy respectivamente, ambos de raio
rg > ry. Tais circulos se intersectam nos pontos P3 e P4. A reta passando por esses
dois pontos é a reta procurada. Ela é a reta pontilhada exibida na figura a seguir.

C Cy

@
T o X

Py Py r

X,

Feito isso, ndo custa nada colocar a seguinte questao:

Cq

Dados no plano, uma reta r e um ponto P fora dela, como tracar usando
régua e compasso, a reta que passa por P e € perpendicular a v ?

Bem, depois do que ja fizemos, fica facil. Por P tracamos uma reta r’ paralela a reta r.
Depois, por P tracamos a reta s perpendicular a reta r’. Sabemos da geometria que s é a
reta procurada.

Apéndice B: Realizando triangulos

No exercicio 18 da pagina 246 afirmamos que: Trés numeros reais positivos sao
medidas dos lados de um triangulo quando, e somente quando, um deles é
maior que a diferenca® e menor que a soma dos outros dois. Como visualizar
esse fato?

Vejamos, primeiramente, que se trés nimeros positivos sdo medidas dos lados de um
triangulo entdo: cada um deles é maior que o médulo da diferenca e menor que a soma dos outros
dois. Para isso, consideremos dois lados do tridngulo, denotados por a e b respectivamente,
onde a < b. Denotemos o terceiro lado por c¢. As figuras a seguir abordam os casos a < b e
a=>b e mostram que b —a < ¢c < b+ a, em ambos os casos.

8 Aqui, dados dois lados de um tridngulo, a diferenca entre eles se refere a diferenca lado maior - lado menor
que é maior ou igual a zero.
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Caso a < b:

Veja que ao variar o ponto B sobre o semi-circulo superior (sem passar pelos pontos A
e () de raio a obtemos todos os possiveis tridngulos com lados de comprimentos a e b
respectivamente. Em todos eles, o lado DB é maior que o segmento DC' cujo comprimento
vale b —a e é menor que o segmento DA que mede b+ a. Para ver isso, note que o circulo
de raio ¢, centrado em D, passa pelo ponto B e intersecta o segmento C'A em um dnico
ponto E. Logo, o comprimento de DE é maior que o de DC' e menor que o de DA ou seja,
b—a<c<b+a.

Reciprocamente, vamos mostrar agora que dados trés nlimeros reais positivos tais que um
deles é maior que o médulo da diferenca e menor do que a soma dos outros dois entdo é possivel
construir um tridngulo cujos lados tém como medida esses trés nlimeros.

Para isso, sejam a e b dois desses nimeros, onde a < b e suponhamos que o terceiro
nimero c¢ satisfaz a condicdo b —a < ¢ < b+ a. A figura abaixo mostra a construcdo do
tridngulo com lados medindo respectivamente a,b, c.

Caso a < b:

7

Para entendé-la, considere o ponto E do segmento CA tal que DE mede c. lIsso é
possivel ja que b —a < ¢ < b+ a. O circulo centrado em D e de raio ¢ passa por E e
intersecta a parte superior do circulo de raio a num ponto B. O tridngulo procurado é o
tridngulo OBD.

Agora, finalizada a vizualizagdo do resultado proposto, cabe uma pergunta: Dados trés
niimeros positivos, se um deles é maior que a diferenca e menor que a soma dos outros dois,
serd que os outros dois nimeros também terdo essa propriedade? A resposta é sim... e isso
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é uma consequéncia do que acabamos de mostrar. Esse resultado afirma que para verificar
quando trés nimeros reais positivos definem um tridngulo tendo esse niimeros como medidas
dos seus lados basta tomar um dos nimeros e verificar se ele é maior que o médulo da diferenca
e menor que a soma dos outros dois. Se a resposta é sim ent3o os trés nimeros definem um
tridangulo tendo tais niimeros como medidas dos seus lados. Caso contrario, ndo definem.
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Respostas dos exercicios propostos

é equilatero.

(c) Como ndo existe nenhum ndmero
impar maior do que 2 e menor do que 3
concluimos que os conjuntos em questdo
tém exatamente os mesmos elementos.
Logo, sao iguais.

(d) Note que
210 = 2x3x5%7 e 420 = 22x3x5x 7.

Portanto, os niimeros primos que divi-
dem 210 e 420 sdo os mesmos, a sa-
ber: 2,3,5 e 7. Logo, os conjuntos
sdo iguais.

. A={8,9}.

- ()0
(b) Conjunto unitario.
(c) Nem unitdrio, nem vazio.
(d) 0.

. Note que os inteiros n devem satisfazer
uma relacdo do tipo 4n + 7 = bk + 2
onde k também é inteiro. Assim,

Licao 1

1. Os conjuntos s3o: (a) 0 € A.
(a) {5,10,15,20,25,30,35}. (b) 37 ¢ A.
(b) {3,7,11,15,...,35,39}. (c) 12 ¢ A.
(c){1,2,4,5,10,20}. (d) 10010 € A.
(d) {7,14,21,...,42,49 1. (e) =5 € A.

. (a) Séo iguais pois ambos tém, exata- (f) -7 ¢ A.
mente, os mesmos elementos, a saber: . (a) E finito. Seus elementos s3o:
1,2,4,5,7,9 e 10. 110,412,414, ... , 496,498 .
(b) Sdo conjuntos distintos pois nem (b) E finito e possui exatamente dois ele-
todo tridngulo retangulo é equilatero. mentos. a saber: 1 e 2.
Por exemplo, o tridngulo de lados 3,4,5 . _ )
é retangulo (pois 32 +42 = 52) mas no (c) E infinito pois contém todos os

numeros naturais.

(d) E finito pois trata-se do conjunto
{1,2,3,...,9998,9999}.

. (a) Trata-se do conjunto {2,3,4,... ,1567}

que possui 1566 elementos.

(b) Trata-se do conjunto
{-53,-2,-1,0,1,...,8901}
que possui 8901 + 4 = 8905 elementos.

(@) Ay = {-3}.

Ag=1{-3,-2,-1}.

Ay ={-3,-2,-1,0,1}.
As=1{-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.

(b) E dado que
Ap={-3,-2,-1,0,1,... ,n—1}.
Portanto, #(A,) =4+(n—1) =n+3.

. Ag=1{1,2,3}.

By ={-1,0,1,2,3}.

Cy = {10,10 + 2,10 + 4}.

As={1,2,3,4,5,6}.
={-4,-3,-2,....,5,6}.

Cs = {10,10+2,104+4, ... ,10+ 10}.
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10.

11.

12,

13.

14,

#(An) =n+3.
#(Bp)=(2n+1)+2=2n+3.
#(Cp)=n+1.

(a) s termos da lista sdo da forma

n2"=1 onde n > 1. Logo, o centésimo

elemento da lista é 100200—1 = 100199,

(b) A partir do terceiro termo, os termos
desta lista tém a forma (2n +3)?", onde
n > 1. Logo, o milésimo elemento serd
(2 x 998 + 3)2x998,

(c) A partir do segundo elemento, os ter-
mos tém a forma (2n)?"*1 onde n > 1.
Portanto, o centésimo quinto elemento
serd (2 x 104)2x104+1,

A partir do terceiro elemento, os termos
da lista tém a forma (2n +2)3"~!, onde
n > 1. Logo, k = (2x271+42)3*271-1,

O pendltimo termo da lista tem a expres-
s3o (2 x 270 + 2)3x270-1,

Sé existem quatro tridngulos nessas

condicdes. Seus lados valem, respecti-
vamente: 9.,9,2; 8,8,4; 7,7,6; e
6,6,8.

(a) Esse conjunto é finito e o niimero de
elementos é o maior inteiro n que sa-
tisfaz 3n < 2.317. Logo, o nimero de
elementos é 772.

(b) Esse conjunto tem apenas um ele-
mento, a saber, o tridngulo de lados
6,8,10.

(c) Das condigdes impostas concluimos
que m > 51 e n < 1.153. Logo, o con-
junto é finito e tem 1.102 elementos.

(d) Esse conjunto é infinito. E para
construir uma infinidade de tridngulos
nas condi¢cdes impostas, faca o seguinte.
Fixe duas retas paralelas cuja distancia

15.

16.

17.

18.

entre elas vale 1. Agora, fixe dois pon-
tos na primeira reta, cuja distancia entre
eles vale 2. Qualquer tridangulo que tem
um dos vértices na segunda reta e os ou-
tros dois vértice nos dois pontos fixados
na primeira reta, satisfaz a condi¢ao im-
posta no problema. E, claramente, te-
mos uma infinidade de tridangulos nessas

condicdes.
(@) (7 o (b) ©)
q(

As solugdes sdo

X ={-2,-1,0}

X ={- 2.-1.0 1)

X ={-2,-1,0,3}
X={-2,- 1,0,5};
X={-2,-1,0,1,3};
X={-2,-1,0,1,5};
X ={-2,-1,0,3,5};
X={-2,-1,0,1,3,5}.
(a) Falsa.

Um contra-exemplo se constréi tomando

A=B#0.

(b) Falsa.
Um contra-exemplo se constréi tomando
A=B=0.

(c) Falsa.
Um contra-exemplo se constréi tomando

A={1} e B=10.

(d) Falsa.

Para construir um contra-exemplo tome
A#D e B=0.

(a) Verdadeira.

(b) Verdadeira.
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19.

(c) Falsa.
Contra-exemplo:

(d) Verdadeira.
(e) Verdadeira.

Nota: Os itens (d) e (e) sdo matemati-
camente os mesmos, apenas foram escri-
tos de forma diferente.

(1) Falsa.
Contra-exemplo: tome a =0 =b.

(2) Verdadeira.

r=2,5.

Licao 2

1.

a) Estd na forma irredutivel.

(
(b) N&o estd na forma irredutivel.
(c) Estd na forma irredutivel.

(d

) N3o estd na forma irredutivel. Re-
pare que o numerador e o denominador
s3o nimeros pares !!

. As distancias valem:

(a) 3
()21—\fp0|s21>\f
(c)x/§—fp0|s V3> V2;
(d) 4,

(e)\f

(f) #—2 pois > 2.

(
(b

a) Verdadeira.

) Falsa.
Um contra-exemplo pode ser produzido
tomando x = 0,991.

(c) Verdadeira.
(d) Verdadeira.
(e) Verdadeira.

20.

21.

6.

(3) Verdadeira.

(4) Falsa.

Contra-exemplo: tome a = —0,1.
(a)mxneZ,Vm,neZ.
(b)In€Z ; n < —101101,
(c)m/neQ , Vm,n e Z—{0}.
(d)Im,neZt ; m—nelZ .

#(AXxB)=nxm.

(a) 0,01;

(b) V2 — 1,1 pois v2 > 1,1;
(c) 2 — /3 pois 2 > /3;
(d)\/g—l pois V5 > 1;
(¢) 0,

(f)1/15

. As distancias valem:

(a) |34—2|=14;
()\W—f’zﬁ—ﬂpoi5ﬂ>\/§;
(€) 134~ (-2) | = 5.4,

@) -7~ (V3| =7~ V3,

(€) | -2—(=34)[=14;

() V2= (=V3)[ = Vv2+ V3.

As solugdes sdo:

(a) z=1/2

(b) z = £2;

(c) x =-7/3;

(d) N3o tem solugdo real
() y=m/2;

(f) z=-1/3.
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10.
11.

12.

13.

.’I}:.’IJ2.

0Oel.

Equacdo:

Solugdes:

Equagdo: |222 —z|=5.

. Solucgdes:

(a) 1 e 1/3;
(b) +V/10;
(c) -8 e —6/5;

(d) N&o tem solugzo.
Apenas a dltima afirmac3o é falsa.

(a) Falsa.
Contra-exemplo:

(b) Falsa.
Contra-exemplo:

(c) Falsa.
Contra-exemplo:

(d) Falsa.
Contra-exemplo:

tomex=1ey=—1.
tome x = —1.
tome zr =0ey=—1.

tome x = —2.

(a) 2,3/7,m € (—2,4).
—/5 ¢ (—2,4) pois —v5 < —2.
(b) 2,7 € [1,5].
3/7,—/5 ¢ [1,5].

(c) 3/7,2,—V/5€[-3,3).

T ¢[-3,3).

(d) 2,3/7,—/5 € (—o0, 2]

T ¢ (—00,2].

No primeiro diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale 1/10. Por-
tanto:

y=—-1+2/10=—-4/5;
x=6/10=3/5;

z=1+5/10=3/2.

No segundo diagrama o comprimento

dos intervalos menores vale 0211 =0,025.
Assim:

14.

15.

16.

y=42+0,025 = 4,225
z=43+2x0,025=14,35;
z=45—0,025 = 4,475

No primeiro diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale 3/10. Por-
tanto:

-9/5 <y < —3/2;

21/10 < z < 12/5;

9/2 < z<24/5.

No segundo diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale Of = 0,005.
Assim:

1,95 <y < 2;

22 <x<225;

2,45 < z<2,5.

No primeiro diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale 3/10. Por-
tanto:

y=—-7+6/10= —-32/5;
x=-4+18/10 = —11/5;
z=-1+15/10=1/2.

No segundo diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale 0;11 = 0,025.
Assim:

y=-—2,6+0,025 =—-2,575;
r=-2540,05=-245;
z=-23-0,06=-2,35.

No primeiro diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale 3/10. Por-
tanto:

—-19/5 <y < =7/2;

1/10 <z < 2/5;

5/2 <z < 14/5

No segundo diagrama o comprimento
dos intervalos menores vale % =1/40.
Assim:

—47/40 <y < —23/20;

—21/20 < x < —41/40;

—37/40 < z < —9/10.
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17. (a) (~2,3)N[V2,4] = [V2,3).
(b) (1,4)U(2,5]=(1,5].
(C) (27\/5]_{2?37\/5}

=(2,3)U(3,v5).

(d) {(-2,3)u(5,8]}N[2,6]

=[2,3)U(5,6].

18. (a) (b)
| : T
T 1
(1,1)
1 1
19. (5) (@), )
a b
©) @y .o
a b
(M) @ — ()
a b -
®) @y — (b1
a b -
20. (1) (2)
b (1,h) b e - (1,b)
a (1,a) Py E— (1,0)

(3)! 4)
[ (1,b) [y (1,b)
Qe (1,a) 7 RO (1,a)
) (1) i (2) :
a b b
(3) I : (4) i
______ I s(c,a)
a b c g

22. Equagio: |22 —1|=5.
Solugdo: +/6.

23. Equagdo: |z > =8.
Solucdo: =+2.

24. |z —2| < V3.
25. |z —7|<2|z—5].

26. |z —V2|>2|z—5]2.

27. Negagdode ">": <
Negacdo de “<" : >
Negacdo de “>" : <

28. Casol: b>0.

Duas solucoes distintas: =£b.
Caso Il: b=0.

Uma unica solucdo: 0.

Caso lll: b< 0.

A equagdo n3o tem soluc3o.
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29,

30.

31.

32.

33.
34.

35.
36.

2| =0 <<= z=+0b.

A equacdo tem:

e duas solugdes distintas quando b # 0,
a saber: +b2.

e uma Uunica solugdo quando b =0, a

saber: 0.

|z]=|b|+1 <= z==(b|+1).

Portanto, a equagcao tem duas solucoes
distintas, independentemente do valor de
beR.

Casol: b=0.
N3o tem solucdo.

Casoll: b#0.
x==+1/|b].
Portanto, duas solucdes distintas.

Casol: b=0.

Neste caso, todo nimero real é solugcdo
da equacdo. Em particular, a equacao
tem uma infinidade de solugdes.

Caso ll: > 0.

A equagdo tem duas solugdes distintas,
a saber: +1.

Caso lll: b<O0.
N3o tem solugdo.

Sim.

Casol: a=0.

e Quando |b| =|c|, todo nimero real
é solucdo.

e Quando |b| #|c]|, ndo tem solucio.
Casoll: a#0.

Solucdo: —3 + % .

Portanto, quando a # 0 temos os casos:
e ¢ =0: tem uma Unica solu¢io.

e ¢ # 0: tem duas solugdes distintas.

Iguais.

|z +2]2=8.

37.

38.
39.

40.

41.

I U J pode n3o ser um intervalo. Por
exemplo, quando I =1[0,0] e J =[1,1]
resulta que U J ={0,1}.

Por sua vez I N J serd um intervalo da
reta.

No entanto, I — J pode n3o ser um in-

tervalo da reta. Exemplo: I = [0,3]

J =(1,2) sdo tais que
I—J=1[0,1]U[2,3].

13/2 e 11.

Equagdo: |z —1|=|xz—m|.

A solucdo é o ponto médio entre 1 e 7
ouseja, (1+m)/2.

Seja I un intervalo n3o degenerado. Por
definicdo, I contém pelo menos dois
pontos. Dividiremos a prova em dois ca-
S0s.

Caso |I: I é um intervalo limitado.

Nesse caso, as extremidades de I sdo
nimeros reais distintos. Sejam a,b
tais extremidades, com a < b. Assim,
(a,b) C I é um intervalo aberto ndo
vazio e a prova desse caso estd termi-
nada.

Caso Il: I € um intervalo ndo limitado .

Se I = R o intervalo (0,1) é o in-
tervalo procurado. Suponhamos entdo
que I é um intervalo n3o limitado, dis-
tinto da reta. Nesse caso, [ possui ape-
nas uma extremidade, digamos a e, con-
sequentemente, contém um intervalo da
forma: I D (—o0,a) ou I D (a,oc0).
Nesse caso, I contém um intervalo da
forma (a—1,a) oudaforma (a,a+1)
e a prova do Caso Il estd terminada.

Quando x < —2 temos que:

e |l+zj=—(14+2z)=-1—-2x;
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e 24+z|=—2+2z)=-2—2x.
Portanto,
)1—]1+x\):|1+1+x|:|2+x|
=—2+4z)=-2—-2
quando z < —2.

42. Para saber o valor da expressio basta co-
nhecer os sinaisde a, de b, e de c. Te-
mos as seguintes possibilidades:

— Os trés sdo positivos:
nesse caso o valor da expressdo serd
4(=1+14+141);

Licao 3
1. Usando um compasso obtemos a se- 5.
guinte representacdo grafica para os pon- 6
tos dados no exercicio. :
G i -
A
2. (a) Equagdo: = +4 = —3.
Resposta: —7.
(b) Equagdo: 2(z+1)=5.
Resposta: 3/2.
(c) Equagdo: = +1,2=3.
Resposta: 1,8.
(d) Equagdo: [2(z+T7)+1|=3.
Resposta: —6 e —9.
3. Simétricos em relacdo a —1:
e de 1: —3;
e de 4: —6; 7.
e de —v3: V/3-2: 8
e de —2: 0; |
o de m: —mm—2. 9.
4. Ospares: 1 e =7 ; 97 e —103. 10.

Note que o ponto médio deve ser 3.

— Um é positivo e os outros dois sdo
negativos:

nesse caso o valor da expressdo sera
0;

— Dois sao positivos e um é negativo:
nesse caso o valor da expressao sera
0.

— Os trés s3o negativos:

nesse caso o valor da expressdo sera
—4.

Portanto, os valores assumidos pela ex-
pressdo sdo: +4 e 0.

b=2
(a)
-1 3
-5 —1
(b)
1 2
0
(<)
—4 -
—27 + 4
(d)
-3 0 T
- 0 3
-3+5.
~92,99

Equagdo: z —2=4(x+1).
Solugdo: —2.
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11.

12,
13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

Equagdo: |z — 22| =|x —23|.

Outra equagdo: = = (23 +22)/2.
Essa equacido descreve o ponto médio en-

tre 22 e 2.

Equacdo: =+ 1= (z —1)2

(a) —=1/2 e 3/2.

(b) —4/3 e 2/3.
(c)4e8

(d) =10 e 2

Equagdo: 2(x —2) > |z — 2].
4 —x.

—3/2.

Solucdes:

(a) (1,5);

(b) (—4,2);

(c) (=3,4);

(d) (2,4).

Solucdes:

(a) (=00,2) U (4,00);
(b) (=00, =T)U(3,00);
(c) (=00, =5) U (~1,00);
(d) (o0, 1)U (1,00).
Solugdes:

(a) (=00, —2]U[4,00);
(b) [-8,—2];

(c) {2}

(d) (—o0, 1] U[2,00)
(a) +4

21.

22.

23.

3,3 7,3
1 5
(<)
744;1
)
(d)
=34 _q4

O ndmero pertence ao conjunto
(—o0,—2]U(3,00). Logo, seu transla-
dado por 4 pertence ao conjunto acima
transladado por 4, como exibido na fi-
gura a seguir.

O ndmero em questdo pertence ao in-
tervalo [1,00). Seu transladado de
—2 pertence ao intervalo [—1,00).
O nidmero estard entdo no intervalo
(_Oovl]

1
0
L

1 " Transladado de [1, c0) por —2
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25.

26.

4. (a)be (—o0,—1]:
()b—2¢€ (—o0,-3];
(2)b—|—3€ —00,2];

(3) —be[1,00);

(4) 2 3,
(b) b€ (0,00):
(1)b—2€ (—2,00);
(2)b+3€(3,0);
(3) —be(—00,0);
(
)
(
(
(
(
)

—-be

00).

4)2—-be
(c)be[-2

(—00,2).

,2)N (1, ]

1 b—QE[ ,0)N(=1,1];
(4,6];

[-3,—1];
[—1,1].

[071):
—(~1,0)U

1)b—2e(-3,-2)U[-1,0);
2)b+3e(2,3)u[4,5);
3) —be(0,1)U(-2,—1];
4)2—be(2,3)u(0,1].

)

2)b+3€[1 5)
3) -be[-2,2]N
®2—be[ 41N
(d)be(-1,2)-

(

(

(

(

1)a+b€(0,5);

2)a—-be[-4,1);

3) la|+b€(1,5);

4)b— |a| € (-1,3];

5)la|—1€[-1,1);
)
)
)
)
)

6) |a| — |b] = |a| —be [~3,1).

a)x 3,-2);
b

C

-

(=2,3];
(=00, =2];
(=1,00).

X

(
(
(
(
(
(
( €
(b) z €
( €
( €

d

T

[1,2):

27.

28.

@)

eixo y =4

E(_z,a)

() oo

eixo y =1

(1,-3)

eixo x
eixo z =7 — 1

. (a,2c¢—=0).

. Em cada item o circulo, simétrico do

circulo dado, estd esbocado com linha
tracejada.

(@ - (b) 7
OO

32. Os simétricos solicitados no problema

estdo em cor cinza mais escura.
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33.

—~
(@]
~

1 r=1/2
—
o
~
w0

Para provar que o disco definido pela ine-
quacdo 2 +y? < 1 n3o tem simetria
em relacdo ao eixo y = 1, faremos o
seguinte.

O ponto (0,0) pertence ao disco em
questdo, pois (0,0) satisfaz a ine-
quacio 22 +y% <1, ouseja, 02 +0% <
1. Por outro lado, o simétrico de (0,0)
em relacdo ao eixo y = 1 é o ponto
(0,2) o qual ndo pertence ao disco,
pois (0,2) ndo satisfaz a inequagdo
2?4+ y?<1,jdaque 02+22=4+¢1.

Repare que os pontos (z,y) = (—1,0)
e (z,y) = (1,0) satisfazem a equagdo
(22 +y?)% = 22 — 2, isto &, fazem parte
da figura oito. Nos itens a seguir os re-
fletidos sdo as figuras com traco mais es-
curo.

e o

Para mostrar que a figura oito é simétrica
em relacdo ao eixo x = 0, devemos mos-
trar que se (a,b) satisfaz a equagdo da
curva, entdo o seu simétrico (a,—b), em
relacdo ao eixo z = 0, também a satis-
faz.

Suponhamos entdo que (a,b) satisfaz a
equacio (22 4 y?)? = 22 — y2. Assim,

(@®+0*)2=a® b (%)
Por outro lado, temos que:

(@ + (=0)2)? = (a® + )2 e

a’ — (=b)? =a® - ¥?

Logo, segue de () que
(a® + (=b)*)? = a® — (-b)?

mostrando assim que (a,—b) também

satisfaz a equacdo da curva em quest3o,
como pretendiamos provar.

Para provar que a figura oito n3o tem
simetria em relac3o ao eixo = = 1, fare-
mos o seguinte.

O ponto (0,0) pertence a curva em
questdo, pois (0,0) satisfaz a equagido
(22 4+ y%)? = 22 — y?, ou seja

(02 +0%)?2 = 02 — 02. No entanto, o
simétrico de (0,0) em relagdo ao eixo
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x =1 éoponto (2,0), oqual ndo per-
tence a curva, pois (2,0) ndo satisfaz
a equagdo da curva, j& que (22+40%)2 #
22 — 0.

34. Os refletidos em relacdo a origem
sdo, respectivamente: (—=1,-4),
(_47_3)' (27_4) € (373)

Os pontos marcados com cor mais clara
Licao 4
1. (a) 222 —x.
(b) x — x|z| + 1.
(c) 1 — a3+ 22
(d) 1+ 2 —22% — 223
2. (a) (z+V2)(z — V2).
(b) 2%(22 - 3).
(c) (z—1)(z—2).
(d) Jzl(z +1)(z—1).
3. (a) (3z —2)2.
(b) (2* +1)%.
(©) (V224 3) (Vi — o5+ 9).
(d) (1 —2t)(1 + 2t + 4¢2).
(e) (|2 = 1)(2® + |2 + 1).
4. Usando a distributividade obtemos as
parcelas:
zt +ax® +a?2® + a’z e
—azd® — a2x? a333 at,
cuja soma vale z% — a?,
5. Usando a distributividade obtemos as

parcelas:
b + azxt + az? + a3 > + a*r e
4 2,.3 3,.2 4 5

—ar- —a"r" —a"r" —axr —a,

cuja soma vale z° — a®.

sdo pontos intermedidrios que facilitam
o processo de reflexdo em relacdo a ori-
gem.

2 (20 | @

. Seja a € R. Inspirado no exercicio ante-

rior, vamos provar que

2’ —a’ =

= (z—a)(2%+az® +- - +a’z + a®).
Note que a soma dos expoentes no se-
gundo fator a direita da igualdade vale

sempre 6.

A prova é similar as duas ultimas que fi-
Zemos.

. As igualdade obtidas nos trés dltimos

exercicios, nos levam a seguinte conjec-
tura:

" —a" = (z—a)(z" 1 +azx" 2+ +
a"%r 4+ a™ 1) para todo n € Z* e
a,r €R.

Note que a soma dos expoentes no se-
gundo fator a direita da igualdade vale
sempre n — 1.

Usando a distributividade, obtemos as
parcelas:

"4 az" 1+ 4 a lz e

_axnfl . anfll. —aqn

cuja soma vale z" — a™.

Note que nas parcelas acima a soma dos
expoentes é sempre n.

. Trocando a por —a na referida igual-

dade, obtemos:
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10.

11.

12,

t—(—a)' = (z—(—a)) (¥ + (—a)z®+
(—a)?z + (—a)?).

Simplificando, obtemos:

vt —a* = (v +a) (23 — az? + a’z — a®)
como pretendiamos provar.

. Trocando a por —a na referida igual-

dade, obtemos:

2’ —(—a)® = (z—(—a)) (z*+ (—a)z®+
(—a)*z® + (—a)’z + (—a)?) .
Simplificando, obtemos:

>+ a® = (x+a)(z? — ax® + a?2? —

adr + at)
como pretendiamos provar.

Inspirado nos dois tltimos exercicios, fa-
remos o seguinte.

Seja a € R. Trocando a por —a na
identidade obtida na solucdo do exercicio
7, teremos:

Caso I: n par.

" —a" = (v + a)(z" ! — ax" % +
a2xn—3 an—4 4. '+6Ln_2$ _ an—l).
Caso Il: n impar.

" +a" = (v + a)(@" ! — az"? +
ann—S _ a3xn—4 + o 4 an—3$2 _
a" x4+ a™ 1),

Note que em ambos os casos temos uma
alternancia de sinais entre as parcelas do
segundo fator a direita do sinal de igual.

(a+b)3—(a—b)3 = a3+3a%b+3ab>+b3—
(a® — 3a%b+ 3ab? — b%) = 6ab+ 2b3 =
= 2b(3a® + b?) para todo a,b € R.

Trocando a por b na expressio do
exercicio anterior, obtemos:

(b+a)3—(b—a)3 = 2a(3b*+a?) . Donde
concluimos que:
(a+0)3+ (a—b%) =2a(3b% +a?).

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) 225/8.
(b) 209/50 .
(c) 1510/11.

(d) 1/(30007) .
(e) 509/264 .

(a) V5(vV2-1).
(b) —
(c)
(d

b 2(1+f+f)+\f

c +f+1

) 2 (5+2f).
(2+3)? <3 V3)?

—<¢§+ﬁ>2<3—ﬁ><7—4¢§>.

(2) 24D
(b) (5+ V5)/8.
(C) 7r+1

(d) -

(a) 10.

(b) 7/15.

(c) —v6.

(d) —9.

ab(a + b)
R

N3o. A afirmacgdo é falsa.

Contra-exemplo: tome a = 1 = b e
¢ = 2. O membro esquerdo da igual-
dade vale 2 e o direito vale 1/2.

7) Verdadeira.

que justificatica é a propriedade:
= 3. onde a,b,ceR e b,c#0.
alsa.

1, 141

37 291
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22.
23.

24,

25,

(9) Falsa.

H 2 2-2
POlS, 1 # i3 -

(10) Falsa.

Pois, § = ZT/E para todo a,b,c € R

com b,c #0.

raio da circunferéncia maior __ /11

raio da circunferéncia menor 2

Solugdes:

(a) 1/2, 3 e —3.
(b)2, —2 e 3.
(c)0, £2, —1 e 3.
(d) £2.

Seja a € R. Temos que:

at=1

— a*t-1=0

<= (a2—1)(a2+1):0
— a’=1 ou a?=-1
= da’=1

<~ a=1 ou a=-1.

Equacdo: z* =b onde b e R.
Solucdo:

Casol: b>0.
=b =
= % =+1
— x==+vb.

Nesse caso a equagao tem duas solugdes
distintas.

Caso ll: b=0.

=0 <= 2=0.

Nesse caso a equag¢do tem uma Unica
solucdo.

Caso lll: < O0.

Nesse caso a equacio z* = b ndo
tem solu¢do pois nenhum nidmero real,
elevado a quarta poténcia, produz um
niimero negativo (regra dos sinais).

. Nao, elase anulaem = —-1.

. Multiplicando 22 + 2 + 1 por 2% e 1

obtemos, respectivamente:

4t e 441

que somados nos fornece a expressao

P+ttt +attar+1

provando a primeira parte do exercicio.

Agora, fatorando x3+1 obtemos a iden-

tidade:

P4t 34+l =

=@ +rx+D)(z+1)(@®-z+1).

Agora, resta ver que as expressoes
?+z+1le22—x+1

sao sempre positivas.

Para fazer isso, vocé pode usar o que
vocé aprendeu sobre o sinal do trinbmio
do segundo grau: o discriminante des-
ses dois trindbmios é negativo e o termo
independente é positivo. Logo, os dois
trindbmios sao sempre positivos.

Se vocé n3o se lembra disso, podemos
resolver o problema da seguinte forma.

Anilise do sinal de 22+ 2+ 1:

Caso I: z < —1.
Nesse caso 22+ z > 0.
Logo, 224+zr+1>1>0.

Casoll: -1 <x2<0.
Nesse caso, z+1>0 e 22> 0.
Logo, 22 +2+1>0.

Caso lll: z>0.

Nesse caso, z2+x+1>1> 0 pois
x2>0.

Portanto, 22 +x + 1 é sempre positivo.

Andlise do sinal de 22—z +1:

Caso I: £ <0.
Nesse caso 22 >0 e —x > 0.
Logo, 22—zr+1>1>0.
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28.

29.

30.

Casoll: 0<z<1.
Nesse caso, —z +1>0 e 22 >0.
Logo, 22—z +1>0.

Caso lll: z>1.
Nesse caso, 22> —x > 0. Consquente-
mente, 22 —x+1>1>0.

2

Portanto, z© — x + 1 é sempre positivo.

Agora, podemos responder que o sinal da
expressio 20 + x4+ a3+ a2+ +1 ¢
osinal de x + 1, ou seja:

e é negativa quando = < —1;
eseanulaem x=-1;

e é positiva quand = > —1.

Fatorando as expressdes obtemos:
(a) 2% — 1= (\:J’/ix)3—1:
= (V2x - 1) (VA2 + {22 +1).
(b) 8 — |z =23 — |z =
= (2 |2))(2* + 2]z +4).
()1-a"=(1-2)(@0+a°+at+23+
+zi+a+1).
(d) 25 —1= (2= 1)(T 4204+ 22+
+2z4+1).
()" —z=x(25—-1) =
= (r—1)(@® +at ot ot )
=z -1 (@® + 1)@ +2+1).

(3) (14 V&) (1 — V@) = 1 — ay =
=1—x paratodo =z >0.
(6) 1~ 1o =1 - (Vi) =
= (1= VIel) (1 + VIal)
para todo z € R.
(9 —1=((¥2)"-1) =
= (Vo - 1) (Va2 + Yz +1)

para todo = € R.

Sejam a,b > 0. Temos que:
(a=b)2>0 < a#b.

31.

32.

33.

34.

Portanto, desenvolvendo a desigualdade
acima, concluimos que:

e a2+ b2 > 2ab
e a?+b%=2ab

Agora, trocando a por \/a e b por /b
obtemos:

—
—

a#b,;

a=>b.

oaT*'b>\/ab < a#b;
o =\ab <= a=b.

Respondendo as duas perguntas coloca-
das:

(i) a média aritmética entre dois reais po-
sitivos é maior que a média geométrica
desse nlimeros sempre que os ndmeros
sao distintos;

(i) a média aritmética entre dois re-
ais positivos é igual a média geométrica
desse nlimeros sempre que os nuimeros
sdo iguais.

Sejam a,b > 0. Temos que:

Va2 +b =a+b <« a®+b =
a2+ +2ab = 2ab=0 <—
a=0 ou b=0.

Sejam a,b € R. Temos que:

Ve + 02 = Va2 + V2 =

= a2+ =ad’+b>+2Va? Vb?
< 2]a||b] =0
<— a=0 ou b=0.

Sejam a,b > 0. Temos que:

(a+b)? =a® + b2+ 2ab > a® + b?
pois 2ab > 0.

Logo, a + b > Va2 + b2 ou seja,
VaZz+ b2 <a+b.
Sejam a,b € R. Temos que:
(lal+ [B])* = a®+b2 4 2|a||b] > a2 + b2
pois 2|al|b] > 0.
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35.

36.

37.

1.

Logo, |al + |b| > Va? +b> como pre-
tendiamos provar.

Sejam a,b > 0. Assim,

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b?
> a3 + b3

pois 3a’b, 3ab®> > 0.

Portanto, a + b > /a3 + b3 isto &,
a3+ <a+bd.

Sejam a,b > 0. Trocando a por /a e

b por V/b na desigualdade acima, obte-
mos:

Va+b< Ya+Vb.

Sejam a,b > 0.

(a) N&o é decimal.

(b) 12 = 29 n3o é decimal pois 101
ndo é divisivel por 3.

(c) £ =1 édecimal.

(d) —35 = —35 & decimal.

(e) 122 = % é decimal.

f) 325 = 5325 ndo é decimal pois 321

(i) Vamos provar que va* +b% < a+b.
Temos que:
(a+b)* = a*+4a3b+6a2b? + 4ab® + b*

> at + bt
pois, 4a®b, 6a2b?, 4ab® > 0.
Portanto, a* + b* < (a + b)* e, conse-
quentemente, obtemos:
Vat +b* <a+b quando a,b>0.
(ii) Vamos provar que

Va+b< a+Vb.

Trocando por a por /a e b por Vb
no item (i), concluiremos que:

Va+b< a+Vb.

(b 733
3x10x111 -

5348
3x5x 111

)

) 1.101.031
9x11x103 -

)

)

_220.992.793
9x111x105 *
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10.

d) 2¢/10/3.

e) (19/9)%.

b) 237,6 x 10~7.

c) 212358903400000 x 1010

d) 0,0001000213879457001 x 10'.
(e) 101015,5.

(d)
(e)
(a) 0,00002312 .
(b)
(c)
(

1,648275862068965517241379310 344...

onde 344...
e vale

representa a parte periddica

344...
(a) Notagdo cientifica: 3,2626 x 1071,
Ordem de grandeza: 107!,

1,123 x 1072
10~2.

(b) Notag3o cientifica:
Ordem de grandeza:
(c) Notagdo cientifica:
2,10010022 x 1073,
Ordem de grandeza: 1073,

2,111 x 102.
102.

(d) Notagdo cientifica:
Ordem de grandeza:

Licao 6

. Todas as afirmacdes s3o verdadeiras.

. (a) Falsa.

Contra-exemplo: tome z =0 =y.

(b) ,

(c) e (d) sdo verdadeiras.

. Todas as afirmagdes s3o verdadeiras.
. Todas as afirmacdes s3o falsas.

. (a) Estimativa para o perimetro p, em

cm:
35,96 < p < 37,76.
2

(b) Estimativa para a drea A, em cm*:

= 3448275862068965517241379310 .

11.

12.

13.

6.

7.

(e) Notagdo cientifica: 1,4 x 10%.
Ordem de grandeza: 102

2,3737.
100,

(f) Notagio cientifica:
Ordem de grandeza:

a) 3,3 x 103.

b) 1,224 x 1073,

c) 1,05005011 x 10!,
d) 1,2666 x 10.

) 9,8 x 10712,
f) 1,18685 x 10~".

€

(
(
(
(
(
(

1,6 x 1013,

a) 0,285714.
b) —0,714285 .
)

c) 0,612.

l\')CD

(
(
(c)
(d) 2,09
(e) —1,01
(f) 1,016
104,284 < A < 111,392.

Todas as afirmacdes s3o verdadeiras.

a)4o<\f+f<43

(
(
(c) —
(d
(
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

. Seja n € Z*. Temos que:

(WA F T ya) (YAt T+ /i) =
Logo,

W—f—

para todo n € Z*.

N~

Seja n € Z*. Temos que:

27%<vn+ —\/ﬁ@
N v"++\f<1 &

2v/n+1
& 1+ n+1<2<:> n+1<1<:>

e isso mostra que a desigualdade inicial
¢ verdadeira.

Por outro lado, temos que:
vVn+l—yn< ﬁ &

N 1<””'2F\/i”f &

S 2<y/m 4]l & /il s &

& tls1 o ntl>n

e isso finaliza a prova da desigualdade.

A desigualdade é verdadeira somente
para n=1,2,3 e 4.

~13<2-3b<8.
—6<b®—2h<21.
2<z24+1<10.

1<3<3.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

9 49.
(@) 3 <A< 7T

4 1 4.
(b) 35 <% <3
(c)%<\1—)\]<%;

2

(d) — T < —%.
(a) 1,481544 < V < 1,520875 em cm?;
(b) 7,7976 < A < 7,9350 em cm?;
(a) 1,3314F < V < 1,728%F em cm?;
(b) 4,847 < A< 5767 em cm?;
(a) 16,541917 < V < 17,22368 7 em
em? ;

(b) 24,99427 < A < 2561287 em

em?:

16,541917 em

cm3.

< V < 17,22368%F

Sejam a,b € R taisque a+2b>5" e
b—a < 2. Assim, a —b > —2**. So-
mando (*) com (**) obtemos 2a+b > 3.
Por outro lado, somando (*) com 2 ve-
zes (**) obtemos 3a > 1 e consequen-
temente, a < 1/3.

a)c>0;
b)672a>0
—a*-v>0;

b—c<O.

(
(
(
(
(
(b
(
(
(
(
(
(
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Licao 7

1

. (0c0,=2)U(-2,0)U

@R
(b) R
(c) R—{£1}
(d) R
(¢) (00,1/2)U(1/2,00)
(f) (—OO,—\/i) U (_\/57\/5) U

U(\@,oo).

(0,00).

(1) xQ—x:xz(l—l)

x

para todo 0 # = € R.

()22 —z=(x—1)x

para todo z € R.

(3) 27— +a+2 =2 (2—- 5+ +3)

para todo 0 # x € R,

4)z—223+2°—2" =
=-at(-h+2-z+a?)

para todo 0 # = € R.

(5) 22° — 23 + 2% + 2 =
=—af(-2+4 -4 —2)

para todo 0 # z € R.

6) 2+ L =L(z+1)
para todo 0 # z € R.
1 1,3 _
(Mo —mti-2=

:%(%—x+3x2—2x3)

para todo 0 # x € R.
Casol: ©>0.

Neste caso temos que:
e '+ 3+ +24+1>1>0.
Caso IlI: z € (—o0,—1].
Neste caso temos que:
e ittt +l=
=23(x+1)+a(z+1)+1>1>0.
—_——— N——

>0 >0

Caso lll: x € (—1,0). Neste caso temos
que:
e sttt +a+1=
=2 +22(z+ D)+ (x+1)>0
~—— —

>0 >0
demonstrando o que pretendiamos.

. Fatorando a expressiao dada, obtemos:

P -1=@-1@E'+23+22+2+1).

No exercicio anterior mostramos que
4+ 23 + 22+ 2 +1 > 0 para todo
x € R. Logo, z° — 1 se anula se, e
somente se, z =1.

. E dado que b € R. Vamos considerar

dois casos.

Casol: b#0.
Neste caso temos:
P=b = (x/%)Szl =

— %ﬁ:l — x=1b.
Casoll: b=0.

Neste caso a equacdo toma a forma:
=0 < z=0.

Mostramos assim que a equacdo dada
tem uma dnica solucdo, a saber, a
solucio = = Vb .

. (a) Dominio: R — {0}.

Além disso: )
para todo 0 # = € R.

(b) Dominio: R — {0}.

(2-3)(2+3)

Além disso: 5
1 3 , 3 1
woets-1=(3-1)

para todo 0 # z € R.
(c) Dominio: R — {0}.
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Além disso:
3 3 1 13
- Fa—w=(1-%)

para todo 0 # x € R.
(d) Dominio: (0, 00).
Além disso:
A -G -
~ (- )G+ 4
para todo x > 0.

. (a) Dominio: R — {#1}.

Além disso,
A B _ (A—B)z+A+B
1—x z+1 — 1—z2

para todo x # +1.
(b) Dominio: R —{-2/3,5/2}.

Além disso,
A B _ (3A-2B)x{2A+5B
22—5 243z~ (22-5)(2+3x)

para todo x # 5/2,—2/3.
(c) Dominio: R — {+2}.

Além disso,
¢ _ B _ (14+B)z+2B
4—z2 z—2 — (2—z)(2+x)

para todo x # +2.
(d) Dominio: R — {0, 2}.

Além disso,
Az B _ BA=B)z+2B
2x—x2 3z = 3z(2—2)

para todo = #0,2.
(e) Dominio: R —{0,+£1}.

Além disso,
Aztl | z-B _ 22— Bx?+(3A—1)x+B+3
z3—x 3z 3z(z2-1)

para todo x # 0, =+1.

(f) Dominio: R —{0,2}.
Além disso,

=4 4 B _ Boo-2

2r—x2

para todo x # 0, 2.
. Dominio: R —{0,—1}.

Além disso,
1,1

- =2r+1
z  z+1

para todo x #0,—1.

10.

12.

Dominio: R — {£/2,0}.

Além disso,
1 - x(a:2+1)
T+ 32 - 1272
)

para todo £ 4+4/2,0.

. Dominio: R — {£1,0}.

Além disso,
1 1

— — 2
11 T+ 11 x3
r+ 5 T—

para todo x # +1 ,0.

(a) Dominio: R — {0}.

Pontos onde se anula: —2/3.

Além disso,

2 _ 243
TH3=
para todo x # 0.
(b) Dominio: R.

Pontos onde se anula: 0 e 2.

Além disso,
2c—z2 _ z(2—x)
14+z4 = 1424
para todo x € R.

(c) Dominio: R —{0,1}.
A express3o nao se anula.

Além disso,
rx—1 __ 1

z—x2 = z
para todo x #1,0.
(d) Dominio: R —{0,4}.
A expressdo ndo se anula.
Além disso,

2 2

22—dz  x(z—4)

para todo x # 4,0.

(e) Dominio: [0,1/2)U (1/2,00).
Pontos onde se anula: 0.

Além disso,
x _ :E(l-‘r\/ 2$)
1—vV2z 1-2z

para todo x € [0,1/2) U (1/2,00).

(f) Dominio: (—oo,—1]U[1,00).
A expressdo ndo se anula: 0.
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Além disso,

7@:—$($+\/‘T2—1)

Licao 8

1. Todos s3o racionais. Escrevendo-os na
forma de uma frac3o irredutivel, temos:

(a) V0,81 = 9/10.

(b) 0,402 = 2222153 que estd na forma

irredutivel pois 2 e 5 ndo dividem 201.
(c) 5/7.
2
d) 5 = 5
5

que estd na forma irre-

dutivel pois 5 n3o divide 21.
0,34 _ 2x17 < :
(e) 57 = “1g7 que estd na forma irre-

dutivel pois 2 e 17 nao dividem 127.

(f) Tog = 1/334.

(g) 0,21 = %07 que estd na forma irre-
dutivel pois 3 e 7 n3do dividem 100.

01 _
(h) 31 =2
(i) 0,49 = 7/10.
2. Seja a € Qt. Temos que:
2
(Vi o)+ (1 )1 - ) =
=a+2+1i4+1-1=04+3€Q"

e a prova estd terminada.
3. Temos 3 racionais nestas condicdes.
4. Temos 18 racionais nestas condicoes.

5. N3o. O nilmero racional 3 n3o pode ser
colocado na forma 7/n com n € Z. Se
o fosse, teriamos:

7T _

w3

n =

o que nos dd uma contradicdo ja que
n € 7.

10.

11.

. Temos um

para todo z € (—oo,—1]U[1,00).

. Sim. Para provar isso, seja a € Q*.
Note que:
9
a =
1
9x =
Logo, az%ondeszXé é um

racional.

unico inteiro n  nesta

condicdo, a saber, n =5.

Lembre-se que b tem que ser positivo e,
além disso, temos:

2 3
7<05<3
— 4<b<6.

[Sal[SV]

2 1
< E<§<

Portanto, existe uma infinidade de raci-
onais positivos nas condi¢cdes impostas.
Por exemplo, os racionais da forma 4+%
com n € Z*1 satisfazem a condicio

4 <4+ % < 6 e consequentemente, sa-

. f s 2 3
tisfazem a condicao pr: < 0,5 < p:
para todo n € Z*.
Note que:
3 1 3

0,0 < Tnl — 3 < Tn]

<~ |n|<6.
Portanto, existem 13 inteiros nas

condicdes propostas.
14 no numerador e 9 no denominador.

(a) 3v/2 ¢ irracional pois é o produto de
um racional ndo nulo (o niimero 3) por
um irracional (o niimero v/2).
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12,

13.

(b) @ = 1/2 ¢ irracional, em virtude

da regra usada no item anterior.

(c) V2—5 ¢ irracional pois é a diferenca
entre um irracional (o nimero v/2) e um
racional (o nimero 5).

() & = 22

- ‘\/g 3 . ~
pois é o produto de um racional n3o
nulo (o nimero 2/3) por um irracional

(o nimero +/3).
(b) \/% = \/% = 1/2 que é racional.

(c) Suponhamos que /6 + /5 é raci-
onal. Entdo, existem inteiros positivos
p,q tais que V6 + 5 = p/q, isto é,

V6 = % — /5. Elevando ao quadrado,

obtemos: 6 = %—25\/5—%5. Portanto,
V5= 4 (p2

2p\g?
que v/5 é racional, o que é um absurdo.
Logo, V6 + /5 n3o é racional.

(d) %5*_/? = /2 que nio é racional.

(e) Suponhamos que /5 — /3 é raci-
onal. Ent3o, existem inteiros positivos
p,q tais que V5 — /3 = p/q, isto é,
g + /3 = /5. Elevando ao quadrado,

obtemos: 27—24—2%\@—&—3 = 5. Portanto,

V3 = 2%(2—2 —2), ou seja, concluimos

que /3 é racional, o que é um absurdo.

Logo, v/5 — /3 n3o é racional.

(f) T2 =
—T

(1) Verdadeira, pois o produto de um ra-

cional n3o nulo por um irracional é sem-

pre irracional.

(2) Falsa. Tomando a = 1/v2 € R*
temos que %x\/izle(@.

(3) Verdadeira, pois é a soma de um ra-
cional (no caso, o ndmero a € Z*) com

= % 3 € irracional

— 1), ou seja, concluimos

—1 que é racional.

14.

15.

16.

um irracional (no caso, o niimero bv/2
onde b € Z*).

(4) Falsa. Tomando a = 1 € R* e
b=1/v2 € R* resulta que:

_ 1 _
a—b\@—l—ﬁx\@—OeQ.
(5) Falsa. Para a = —m € R—-Q e

b=m € R —Q resulta que
a+b=—-m74+7=0€Q.

(a) Falsa. Agora, vamos provar que a
afirmac3o é falsa.

Para isso, suponha que £ > 0 é um irra-
cional cuja raiz quadrada é racional. As-
sim, existem p,q € Z* tais que:

Vk=plqg = k=p*/¢* = keQ

que é falso, por hipdtese. Logo, a raiz
quadrada de um irracional positivo ¢ ir-
racional.

(b) Falso. Poisse k=p/q com p,q €
Z e q # 0 entdo, k* = p3/¢>. Logo,
k3 também é quociente de dois inteiros.
(c) Vimos uma regra nesta ligdo que ga-
rante que a raiz ctbica de um irracional

positivo é irracional. Logo, a afirmacdo
é verdadeira.

(d) Falsa, pois 2—\\//5 =2¢R-Q.

S3o distintos. No entanto, a diferenga
D entre o primeiro e o segundo satisfaz:
2,953 x 1072 < D < 2,954 x 107

ou seja, é da ordem de 1077.
(a) O conjunto {2+21; neZ*} possui

uma infinidade de elementos, todos eles
s3o racionais e 2 < 2+ % < 3.

(b) Temos que:
2,0000001 = 2+ 0,0000001 = 2+ 10~".
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17.

18.

19.

. -7
O conjunto {2+ 12— neZ*—{1}}
possui uma infinidade de elementos, to-
dos eles sdo racionais e

2<2+ 107 <4107
V2

(a) Note que = éirracional e

N
/ <1.

2

O conjunto {2 +¥2. pne Z*} possui

2n !
uma infinidade de elementos, todos eles

sdo irracionais e
V2 1

2<2+ on <2+ n <3
quando n > 1.
(b) Vimos que 2,0000001 = 2 + 10~".
Além disso, temos que:

V2 %1077 < 1077,

Assim, o conjunto

(242 x107; nez)
possui uma infinidade de elementos, to-
dos eles s3o irracionais e

2<24+¥2 %1077 <2+1077

uando n > 1.

Seja b um real positivo. Sabemos que

. + l 7
existe p €z taI. que p > 3. Essa é
a propriedade arquimediana dos niimeros
reais.

. 1 1
Assim, 5 < b. Logo, amp < b e, por-
tanto, o conjunto
1.
e tem uma infinidade de elementos, to-
1

dos eles irracionais. Note que — é o
nmp
1

produto do racional m pelo irracional
1/m.

Sejam 0 < a < b. Assim, b —a > 0.
Agora, tome p € Z* tal que p > ﬁ,
ou seja, 1% < b — a. Nesse caso,

a+%<a+bfa:b

20.

21.

22.

ou seja, a + % € (a,b). Portanto,
1
a+ 5. € (a,b) paratodo n e Z*.
Vamos dividir a prova em dois casos.

Caso |: a € irracional.
Sendo a irracional, concluimos que a +

1 7 . .
on € irracional. Logo, o conjunto

{a+p—1n ; n€Z*} C (a,b)

possui uma infinidade de elementos, to-
dos eles irracionais.

Caso Il a € racional.
Nesse caso, temos que:

a+ = € (a,b)

Tpn
é um ndmero irracional para todo n €
Z*. Portanto, o conjunto

{a+-L; neZ} C(a,b)

Tpn
possui uma infinidade de elementos, to-
dos eles irracionais.

N3o. O ndmero 9 é impar e sua raiz
quadrada vale 3 que n3o é irracional.

Sejam n,m € Z*. Temos que:

n=m <= n=m>

Isso demonstra o que pretendiamos.

Seja m € Z*. Vamos mostrar que se
v/n é racional entdo n terd que ser um
quadrado perfeito.

Suponhamos entdo que /n é racio-
nal. Nesse caso, existem p,q € Z* tais
que /n = %. Digamos ainda que es-
colhemos p,q sem fatores primos co-
muns. Note que isso é sempre possivel,
pois basta tomar a forma irredutivel da

fracdo. Assim,

Vn =

[

== n

SRk
»Qw"ﬁ
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23.

24,

25.

26.

Como p,q nido tem fatores primos co-
muns e n € inteiro, segue da igual-
dade acima que ¢ = 1. Consequente-
mente, n = p?, ou seja, n é um qua-
drado perfeito. Isso demonstra o que
pretendiamos.

Seja n € Z*. Pelo exercicio anterior
basta mostrar que 1+ n? n3o pode ser
um quadrado perfeito.

Suponhamos entdo que 1 + n? = m?

para algum m € Z*. Assim,
14n?2=m? = 1=m?-n? =

= 1l=(m—n)(m+n).
Consequentemente, m+n=1=m—n
donde concluimos que m =1 e n =0
o que contradiz o fato que n > 0.

Seja n € Z. Temos que

n—2
n_(£>ﬁ+2
beR

demonstrando o que foi pedido.

Seja a um numero real. Temos que

-1
a:w(a )—1
T
N——"

beR

demonstrando o que foi pedido.
Vamos enunciar dois exercicios seme-
lhantes aos dois tltimos e resolvé-los.

(i) Mostre que todo niimero inteiro pode

ser colocado na forma % + 2 onde
b e R*.

Seja n € Z. Temos que:
n = 7‘/51 +v2

\/gn— 2
onde b = \/577#1\/5. E assim termina a

soluc3o.

27.

Repare que n — v/2 # 0 para todo
n € 7.

(i) Mostre que todo nimero real dife-
rente de /5 pode ser colocado na forma

NEENGY

Seja a € R — {+/5}. Temos
que:

" E)

a—V5

+5

_ V2 1
onde b = = xa_\/g.

E aqui, encerra-
mos a soluc3o.

Vamos entdo imitar a prova feita na
secao 5.1.

Suponhamos que /5 é racional. Nesse
caso, existem inteiros p,q € Z* tais que

NG % . Assim,

Vi=plqg & 5=p*/¢ &
s 5¢d =pd.

Agora, faremos a andlise feita na secao
5.1 afim de obter a contradi¢cdo desejada.

Na igualdade 5¢3 = p3 temos:

e no membro da esquerda o niumero
5 aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de 3 )+1

e no membro da direita o nimero 5
aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de 3)

o que nos fornece a contradicdo procu-
rada.

Note que se 3n+1 =3m com m,n >0
inteiros, entdo 3(m —n) = 1 o que é
falso. Isso mostrou que: o niimero 1 so-
mado com um miiltiplo ndo negativo de
3 ndo pode produzir um mdltiplo n3o
negativo de 3.
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28.

29.

Generalizac3o proposta:

Mostre que /5 € irracional para todo
n > 2 inteiro.

Vamos, novamente, imitar a prova feita
na secao 5.1.

Seja m > 2 inteiro e suponhamos que
/5 é racional. Nesse caso, existem in-
teiros p,q € Z* tais que /5 = g. As-
sim,
Vs=plq < 5=p"/¢" <

& 5¢" =p".
Agora, faremos a analise feita na secdo
5.1 afim de obter a contradicdo desejada.

Na igualdade 5¢™ = p" onde n > 2
temos:

e no membro da esquerda o nidmero
5 aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de n )+1

e no membro da direita o niimero 5
aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de n )

Por outro lado, temos que: se kn+1 =
In comn > 2 e k, £ >0 inteiros, entao
({l—kn=1.Logo, I—k=1en=1
o que contradiz o fato que n > 2.

E isso nos da a contradi¢cdo procurada.

(i) Provando que /2 é irracional.
Vamos imitar a prova feita na secdo 5.1.

Suponhamos que /2 é racional. Nesse
caso, existem inteiros p,q € Z* tais que

V2 = % . Assim,

V2=plqg & 2=p?/¢® &
& 2¢° =9pt

Na igualdade 2¢%> = p? temos:

30.

e no membro da esquerda o nidmero
2 aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de 2 )41

e no membro da direita o nimero 5
aparece com um expoente que vale:
( mdltiplo ndo negativo de 2)

o que nos fornece a contradicdo procu-
rada.

Note que se 2n+1 = 2m com m,n >0
inteiros, entdo 2(m —n) = 1 o que é
falso. Isso mostrou que: o niimero 1 so-
mado com um muiltiplo ndo negativo de
2 ndo pode produzir um mudltiplo n3o
negativo de 2.

(i) Provando que /3 é irracional.

Suponhamos que /3 é racional. Nesse
caso, existem inteiros p,q € Z* tais que

V3= g . Assim,

V3=plqg & 3=p*/" &
s 3¢% =p?

Na igualdade 3¢% = p? temos:

e no membro da esquerda o numero
3 aparece com um expoente que vale:
( mdltiplo ndo negativo de 2 )+1

e no membro da direita o nimero 3
aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de 2)

o que nos fornece a contradigdo procu-
rada, como no caso (i).

Vamos tentar uma prova desse fato
usando os argumentos da secao 5.1.

Seja p > 2 um ndmero primo e su-
ponhamos que /p ¢€ racional. Assim,
existem inteiros positivos m,n tais que
VP =m/n.

Como nos exercicios anteriores, obtemos:

pn? =m?.
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31.

Na igualdade acima temos que:

e no membro da esquerda o niumero
primo p aparece com um expoente que
vale: (mdltiplo ndo negativo de 2 )+1

e no membro da direita o ndmero primo
p aparece com um expoente que vale:
( miltiplo ndo negativo de 2)

o que nos fornece a contradicdo procu-
rada, como nos exercicios anteriores.

Outra prova seria: sendo p > 2 um
nimero primo, concluimos que p nao
pode ser um quadrado perfeito. Conse-
quentemente, segue do exercicio 22 que

\/p € irracional.

A prova desse fato é repeticio dos ar-
gumentos que usamos nesses Ultimos
exercicios.

Sejam n > 2 inteiro e k£ um ndmero
primo. Suponhamos que ¥k é racional.
Nesse caso, existem inteiros p,q € Z*
tais que Vk = %. Assim,

Vk=ple & k=p"/¢" &
& kgt =p™.

Agora, faremos a analise feita na secdo
5.1 afim de obter a contradicdo desejada.

Na igualdade kq™ = p™ onde n > 2
temos:

e no membro da esquerda o niimero
primo k aparece com um expoente que
vale: ( multiplo ndo negativo de n )+1

e no membro da direita o nimero k
aparece com um expoente que vale:
( mdltiplo ndo negativo de n ).

E isso nos da a contradicdo procurada,
exatamente como no exercicio em que
provamos que a raiz n-ésima de 5 é ir-
racional, quando n > 2.

32.

33.

34.

Usando um software adequado, obtemos
a figura mostrada a seguir.

ﬁc

O tridngulo OAB é retangulo em A.
O aspecto da figura formada pelos cate-
tos unitarios é o de uma espiral.

De posse de um software adequado ob-
teremos a seguinte figura.

Aqui também, OAB ¢

o triangulo
retangulo em A. O cateto OA vale /60
e a hipotenusa OB vale v/61.

Sejam dados 0 < a < b. A propriedade
arquimediana dos niimeros reais nos ga-
rante que existe ¢ € Z1 tal que

1
b—a’

q>

Assim, % < b—a. Por outro lado, como
1/q é menor do que o comprimento do
intervalo (a,b), concluimos que existe
p € ZT tal que

1
px—€(a,b).
. (a,b)
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1/q %/q —_—

Se isso n3o ocorresse, existiria n € ZT
satisfazendo a condicdo
n n+1
—<a<b< .
q q
E isso nos garante que:
n+1 n
e —a< ——
q q
produzindo a contradi¢do b —a < 1/4.

b<

Mostramos assim que existem p,q € Z*
: P

tais que © € (a,b).

Agora, aplicando sucessivamente esse re-

sultado concluimos que:

+ . pP1 p
dpr.q €27 5 a< B <L

Ip2,q2 € ZT %<%<§
dps,q3 € L7 5 B2 < B2 <

+.p3 _pa_p
3?47Q4€Z ’q3<q4<q

e assim sucessivamente. Desta forma
mostramos a existéncia de uma infini-
dade de racionais no intervalo (a,b).

35. Considere o tridngulo ABC mostrado
na figura a seguir.
Licao 9

36.

Sabemos que retas paralelas a reta pas-
sando por B,C determinam com as re-
tas r e s tridngulos semelhantes ao
tridngulo ABC.

Como podemos construir uma infinidade
de tais retas, concluimos que existem
uma infinidade de tridngulos semelhan-
tes ao tridngulo ABC.

A figura acima exibe com clareza esse
fato.

Faremos uma prova por reducdo ao ab-
surdo. Para isso, suponhamos que o
nimero 7, com a propriedade citada no
exercicio, € um ndmero irracional.

Sabemos que o simétrico de um nidmero
real A em relacdo a r vale 2r — A.
Nesse caso, tomando A = 2r (que € ir-
racional), concluimos que o seu simétrico
em relacdo a 7, o qual vale 2r — A =
2r — 2r = 0 também ¢ irracional, o que
produz o absurdo que procurdvamos!!

Concluimos ent3do que se existe um
nimero real com a propriedade citada no
exercicio, entdo esse nlimero tem que ser,
necessariamente, um nimero racional, e
a prova estd finalizada.

Nota: Repare que no exercicio resolvido
de ndmero 11 na pégina 141, mostra-
mos que todo racional tem, de fato, a
propriedade citada no presente exercicio.
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1. As solucdes das equacgdes sdo:

(a) 5
(b) —
(c) 5/4
(d) 7=
. De fato, temos que:
2 V2
5= V2L
~———
aceR
Sejam p,q € 7Z onde q # 0. Temos
que:
p

T A

aE]R

V241,

Isso mostra que todo racional pode ser
colocado na forma ay/2+1 para algum
real a.

Respondendo a ultima pergunta, pode-
mos mostrar que: todo nidmero real b
pode ser colocado na forma a2 + 1
para algum real «.

Isso segue da igualdade:

b:{b_\/;}ﬁ—l-l.

~——
a€ceR

. Seja a € R. Temos que:

1
B {a—I—ﬂ} 1
a =T _ﬁ
J,_/
AER

E isso mostra que todo nimero real pode
ser colocado na forma 7\ — 1/4/2 para
algum real A.

. Trata-se de expressdes do primeiro grau.
Seus graficos s3o retas, mostradas a se-
guir.

&

g —V

) /'1/2

4 \
\
At 2
+ = %4/5
& X\
o ¥ \2/5
/ o
)

/'4/3

. Os quadros de sinais das expressdes sdo

exibidos a seguir.

(a) sinal de 2z — %
0
———————— +H+ A+
1/10
(b) sinal de 4 — 573”
++++++r++ 0~ N
8/5
(C) sinal de 3z + 2 =
———————— Ot ttrtrt++t
—4/15
(d) sinal de 2 — 2z
e
V2

. (a) A equagdo n3o tem solugdo quando

A = 0. A equagdo tem uma Unica
solugdo quando A # 0, a saber, 3%\

(b) A equagdo n3o tem solugdo quando
A = 0. A equagdo tem uma Unica
solugdo quando A # 0, a saber, 8/A.

(c) A equagdo ndo estd bem definida
quando A = 0. A equacgio estd bem
definida para todo A # 0 e, nesse caso,

tem uma unica solucdo, a saber, —%.

(d) A equagdo n3o estd bem definida
quando A = 0. A equacgdo estd bem defi-
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nida para todo A\ # 0 e, nesse caso, tem  10. As expressdes consideradas s3o do pri-

uma Unica solucdo, a saber, )\(\@— A). meiro grau.
. Para a # b a equacdo tem uma Unica (a) Nesse caso, temos um coeficiente
solucdo, a saber, = = a. angular positivo (expressdo crescente) e

a expressao corta o eixo das ordenadas

— z+l
() A=%7 para 0F z € R. abaixo da origem pois b < 0. Tais ex-

(b) A= 1%2 para —2 # x € R. pressdes tém o seguinte tipo de grafico:
_ 4 2 Griaficode y =azxz + b
(C)A* 2—3x para §7éx€R' ' tl:om aioixb<0.

d) A =+v2/(1+2z) para —1#x cR.

. Note que as expressdes dos itens (c) e
(d) n&o sdo do primeiro grau.

(a) (b)

Mo (b) Nesse caso, temos uma expressdo

Y crescente (a > 0) que corta o eixo das

7 ordenadas acima da origem pois b > 0
S

(note que b/a > 0 e a > 0). Tais ex-
pressdes tém o seguinte tipo de grafico:

(c) Note que:
e2—|x|=2—2x quando = > 0;
e2—|x|=2+2x quando =z <0. b
Logo, o grafico da expressdo 2— |z| tem
a forma mostrada a seguir.

Gréticode y=ax +b
com a>0 e b>0.

(c) Nesse caso, temos uma expressdo de-
crescente (a < 0) que corta o eixo das
ordenadas abaixo da origem (note que

/2 2\ b/a >0 e a<0,logo b<0). Tais ex-
pressdes tém o seguinte tipo de grafico:

(d) Note que: Grafico de y =ax + b
® 3+ 2|z| =3+ 2x quando = > 0; com a>0e b>0.
e 3+ 2|x| =3 — 2z quando = <0.

Logo, o grafico da expressdo 3+2|x| tem \ X

a forma mostrada a seguir. \

y =3+ 2|z| ~
s 11. Solugdes:
(a) =2 e 1.
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12.

13.

14.

(b) A equagdo ndo tem solugdes.
(c) =3 e 1.

1+4/13
OR

Solucdes:

a) 3:|:\/7 .

(

( ) Bi\/i
(c) A equagdo ndo tem solugdes.
(d

) A equagdo tem uma Unica solugdo, a
saber, 13/8.

Exibimos a seguir o quadro de sinais das
expressoes.

(a) sinal de
++++ 0 - — - 0 ++++

-2 1 22422

(b) sinal de

x—2x2 —1

(C) sinal de
—===0 44444+ 0

-3 1 2z 43— a2

(d) sinal de
=== 0 444+ 0

1—g/ﬁ 1+g/ﬁ 1+ — 322

(La) (0.2).

(1.b) 422 +2.

(1.c) Equagdo cartesiana do eixo de si-
metria: z = 0.

(1.d) Valor extremo: 2 (ponto de
minimo). Ocorre quando z = 0.

(1.e) N&o corta o eixo das abcissas.
(1.f) O grafico é o seguinte:

(0,2)

Nesse caso, o eixo de simetria coincide
com o eixo das ordenadas.

(2.a) (0,—7).
2
(2b) 3(z+2)" - 15.
(2.c) Equacdo cartesiana do eixo de si-
metria: = —5/6.
(2.d) Valor extremo: —109/12 (ponto
de minimo). Ocorre quando =z = —5/6.
5 4 /109
(2.f) O grafico é o seguinte:

fo.-1)

metria: * = —5/6.
(3.d) Valor extremo:
de minimo). Ocorre quando = = —5/6.
(3.) 0 e —5/3.

(3.f) O grafico é o seguinte:

—25/12 (ponto

r = —-5/6
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(4.c) Equagdo cartesiana do eixo de si-
metria: = = 3/2.

(4.d) Valor extremo: 49/4 (ponto de
méximo). Ocorre quando x = 3/2.
(4e) —2 e 5.

(4.f) O gréfico é o seguinte:

3 49
(5%

(0,10)
2/ 5

=373
R

T

(5-2) (0,-2).

(56) —(v+4)"-1.

(5.c) Equagdo cartesiana do eixo de si-
metria: x = —1/2.

(5.d) Valor extremo: —7/4 (ponto de
méximo). Ocorre quando = = —1/2.
(5.e) N&o corta o eixo das abcissas.
(5.f) O grafico é o seguinte:

—
|
[N
|
B
—

-2

z=—-1/2

(6.a) (0,1).

(6.b) —3(x+1)°+39.

(6.c) Equagdo cartesiana do eixo de si-
metria: z = —1/6.

(6.d) Valor extremo: 39/36 (ponto de

méximo). Ocorre quando = = —1/6.

(6.¢) —7(1 + ?)

(6.f) O grafico é o seguinte:

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

(- % 3)
“
ol
o
i

% Iy
z=—1/6

Solugdes: —==;
A equagdo n3o tem solug3o.

Apenas 0os numeros do conjunto
(—00,—2v2] U [2v/2,00) podem ser
colocados na forma 2\ + % para algum
A real.

Seja a um ndmero real. Para que a te-
nha a forma \ — % devemos ter

a=A\— % .
Logo, M _aA—1=0. Consequente-

mente,

A\ = atva?+4
- 2

onde a®>+4>0.

Concluimos ent3o que todo nimero real
a pode ser colocado na forma )\—% com
A > 0. Basta tomar
_ a+Va2+4
A= g

Uma tal expressdo pode ser:
(z—2+V3))(z—(2—V3)).

As expressdes que satisfazem as
condicBes da questao tém a forma

a(z —(2+V3))(z—(2—V3))
onde a é um ndmero real qualquer nao

nulo.

Existe uma Unica expressdo do segundo

grau com essas propriedades, a saber, a
s 1 2

expressdo 5(z — 1)°.

As expressoes s3o da forma

ar® — 2ax +2 — 3a onde 0 # a € R.
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22,

23.

Nas figuras a seguir mostramos o grafico
de algumas dessas expressoes. Na pri-
meira figura mostramos graficos usando
os seguintes valores para o pardmetro
a: 1/4,1/2,1,2. Na segunda figura,
usamos os valores —1/4,—-1/2,—1,—-2
para o parametro a.

Os graficos com tragos mais espessos na
primeira figura correspondem aos valores
a =1 para o trago continuo e a = 1/4
para o tracejado.

Para todas as pardbolas, o eixo de si-
metria € 0 mesmo e tem = = 1 como
equacdo cartesiana.
Sejam a,b € R. A expressdo

(x —a)(x—0)
se anula somente nos pontos a, b.

As expressdes com essa propriedade sdo
da forma

Mz —a)(z —b) onde 0 # X €R.

— Tz +1)(z—2).

24,

25.

Note que uma tal pardbola tem conca-
vidade voltada para cima pois a > 0.
Além disso, ela corta o eixo das ordena-
das, abaixo da origem pois ¢ < 0.

c\/

(a) A figura a seguir mostra parabolas
de expressio x2 + \ onde atribuimos ao
pardmetro \ alguns valores no intervalo
[—1,1]. Os graficos com tragos mais es-
pessos sdo os de 22 +1eax2—1, res
pectivamente.

(b) Na figura a seguir exibimos gréficos
de 22 + )\ para alguns valores do
pardmetro A no intervalo [0,00). Es-
ses graficos sdo obtidos transladando-se
verticalmente o gréfico de 22 de um real
positivo. Os graficos com tracos mais es-
pessos sdo os de x2 e 22+ 1, respecti-
vamente.

(c) Nessa figura mostramos gréficos de
22+ X para alguns valores do parametro
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26.

A no intervalo (—oo,00). Novamente,
esses graficos s3o obtidos transladando-
se verticalmente o grafico de z? de um
real qualquer.

N/

(a) A figura a seguir mostra pardbolas
de expressio Az’ onde atribuimos ao
pardmetro A alguns valores no intervalo
[—1,1]. Os graficos com tragos mais es-
pessos s30 os de +z2.

o

&

% i
>

) Na figura a seguir exibimos graficos

de Az? para alguns valores do pardmetro
A no intervalo (0,00). Note que a me-
dida que A aumenta a pardbola se fecha

cada vez mais. Os gréaficos com tragos
mais espessos s3o os de 4z2 , 22 e x2/5.

o
&
l

(c) Nessa figura mostramos gréficos de
Az? para alguns valores do pardmetro A
no intervalo (—oco,00). Para A <0 te-
mos parabolas com concavidade voltada

27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.

para baixo. A medida que A se aproxima
de zero as pardbolas ficam cada vez mais
abertas. Os gréficos com tragos mais es-
pessos s30 os de +z2.

O discriminante desse trindmio vale

A = b2
Quando a e ¢ tém sinais contrdrios te-
mos que —4ac > 0. Nesse caso, A > 0

0 que garante que o trinbmio em questao
tem duas raizes distintas.

— 4ac.

N3o. Por exemplo, quando b = -1,
a=1e c=0 temos a e b com sinais
contrarios e A = 0. Isso garante que a
expressdo se anula em apenas um ponto.

Temos que A = b(b—8).
pressao:

e terd duas raizes distintas quando b €
(=00,0)U(8,00);

e terd uma Unica raiz quando b =0 ou
b=28;

e n3o terd raizes quando b € (0,8).

Logo, a ex-

e (-8,8).
AN +a®=0.
k=1 ou k=4.

a+p=0>

af =c

a?+ (2= —2c
a3+ﬁ3:b373bc.
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35. Na figura a seguir exibimos o grafico
da expressdo [z] cujo dominio é toda a
reta. Temos ai um exemplo de uma ex-
pressao que nao varia continuamente em
seu dominio de defini¢do.

36. O grafico da reta y = 2z esta tracejado.

—3/2 1}
/¢

As duas expressoes coincidem apenas so-
bre os nimeros da forma n/2 onde n é
um inteiro.

2

37. O grafico da pardbola y = z° estd tra-

cejado.

38.

39.

40.

A

As duas expressbes coincidem apenas so-
bre os nimeros da forma +./n onde
n >0 é um inteiro.

De o= = % segue que z2+z2—\%2 =0
desde que x # 0, \%. Nesse caso, o dis-
criminante A =1+4X\? > 0 e as raizes
sdo:
e ezvl

Note que, como A # 0, segue que ne-
nhuma das solucdes é igual a zero ou \2.
Podemos ent3o afirma que para A # 0 a
equacdo em estudo tem exatamente duas
solugdes distintas.

No entanto, quando A = 0 a equacgdo se

reduza —7 = % cuja solugdo é x = —1.

a) @? — || =2 = (Jz| = 2)(Jz| + 1)

b) —2% + |z| + 6 = —(|2| — 3)(|2| +2)
c) ot — 322 — 10 = (2® — 5)(a® + 2)
d)z—z—-2=(Vz-2)(Va+1)

para = > 0.

(
(
(
(

Seja a € R. Temos que:
v?—a® = (|2[>—a®) = (|2 a)(|z|+a)

como queriamos provar.

41. 2z — 3\/r =2 quando = = 4.

A expressao nao assume o valor —2.
_ _ [ 3+VE7
2x — 3y/x =6 quando = = (T)

A expressao nao assume o valor —5.

2
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42,

43.

44,

45,

(a) Dominio: R — {£+/5}.
Se anula em z = 2.
(b) Dominio: R — {1, —2}.
Se anula em z = 0.
(c) Dominio: [1/2,3/2).
Se anulaem z =1/2.
(d) Dominio: [1/2,1)U (2,00).
Se anula em z =1/2.

(a) Note que Va2 — 5z + 4 sé estd bem

definida para z € (—o0,1) U (4, c0).

5+tv13
5 .

(b) Note que +/x —5x+4 sé estd
bem definida para z € [0,1] U [16,00).

As solugdes sao:

Tem uma dnica solugdo: = =0.

(c) Solugdes: +(2+ v/3).

(d) SolugBes: —8 e 27,

(a) Dominio: (0,1/4)U(1/4,00).
Se anulaem z =1/2.

(b) Dominio: (0,1)U (4,00).
Nao se anula.

(a) Dominio: R*. Temos que:

Z =1 paratodo 0# z €R.

T

O grafico é mostrado na figura a seguir.

(b) Dominio: R — {1}. Temos que:

e _ ) 1 quando = >1
l=—1] —1 quando z<1.

O gréfico é mostrado na figura a seguir.

(c) Dominio: R*. Temos que:
2y para todo 0 # x € R.

z

O gréfico é mostrado na figura a seguir.

(d) Dominio: R — {2}. Temos que:

2:]3:—2] para todo 2 # z € R.

O gréfico é mostrado na figura a seguir.

(e) Dominio: R*. Temos que:

@:;p|x| para todo 0 # = € R.

xT

Note que

‘ ’ IE2
T|xr| =
—1172

O gréfico é mostrado na figura a seguir.

400
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46.
47.

48.

(f) Dominio: R — {—1}. Temos que:

13
ﬂif‘ = (x4 1)|z+1|

para todo —1 # x € R.

Como no caso anterior temos que

(x+ D]z +1|=
(r4+1)> quando z> -1
—(x+1)? quando z < 1.

O gréfico é mostrado na figura a seguir.

Solucdo: z = 3.
Solucdo: x = 26.

Sejam m,n € Z com n # 0. Para sa-
ber se m/n pode ser colocado na forma
A2 — 2\ + 1 para algum racional positivo
A devemos estudar a equacdo

N2 +1="2,

n

Seu discriminante vale:

A=4—4(1-m)y=4m

n
Assim, para que a equac¢do acima tenha
solucdo devemos ter A > 0 ou segja,
m/n > 0. Por outro lado, para que
tenhamos uma solugdo racional positiva,
precisamos que

49.

50.

51.

)\zwzli m/n

seja racional. E isso, ocorre se, e so-

mente se, /m/n = p/q onde p,q >0
e ¢ > 0. Por outro lado, y/m/n =p/q
se, e somente se, m/n = p?/¢®>. E o
exercicio fica provado.

O menor subconjunto da reta serd o in-
tervalo [—1,00).

A equagao da reta em questdo é y =
V2 2. Note que se tal reta passa pelo
ponto (a,b) entdo, ou ambas as coor-
denadas sdo nulas ou ambas s3o ndo nu-
las.

Suponhamos que a reta passa por um
ponto (a,b) distinto da origem e com
ambas as coordenadas inteiras. Assim,
a,beZ* e temos:

b=v2a < V2=1b/a.

Mas isso é um absurdo pois /2 n3o é
racional. Logo, a reta em quest3o ndo
passa por pontos com ambas as coorde-
nadas inteiras, a n3o ser a origem.

A segunda parte da questao pode ser res-
pondida com os mesmos argumentos.

Suponhamos que a reta passa por um
ponto (a,b) distinto da origem e com
ambas as coordenadas racionais. Assim,
a,be Q" etemos:

b=v2a < \/ﬁzb/a.

Mas isso é um absurdo pois /2 ¢ irra-
cional e b/a é racional. Logo, a reta em
questao n3o passa por pontos com am-
bas as coordenadas racionais, a nao ser
a origem.

A pardbola ax? + bz + ¢ (onde a # 0)
tem como eixo de simetria uma reta ver-
tical. Por outro lado, az? + bz + ¢ é
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52.

obtida da pardbola ax? + bz por uma
translagdo vertical de ¢; e quando faze-
mos uma translacdo vertical, o eixo de
simetria da pardbola desloca-se sobre si
mesmo. Consequentemente, elas tém o
mesmo eixo de simetria.

Mas o eixo de simetria de az? + bx sé
pode depender de a e b. Logo, o eixo de
simetria de az? + bz + ¢ s6 depende de
a,b e oargumento geométrico solicitado
estd colocado.

Girando o tridngulo em torno do vértice
O podemos coloca-lo de tal forma que
o lado oposto ao vértice O fica perpen-
dicular ao eixo vertical. Essa operacdo
nao modifica a drea do tridngulo. Assim,
para resolver o problema vamos conside-
rar que os tridngulos sao como os mos-
trados na figura a seguir, semétricos em
relacdo ao eixo vertical.

Sejam z,y como indicados acima, onde
0 <x,y<r. Comooponto (z,y) esta
sobre o semi-circulo de raio r, devemos
ter 22 + 9% = r2. Assim, a drea A do
tridngulo é dada por:

A2 = 222 = 2212 — 42)

= —(z* — r%2?)
54

53.

donde concluimos que

A=

onde 0 < =z < r. Agora, podemos
concluir que a expressao da area assume
r2/2 como valor maximo e isso ocorre

quando z = r/v/2.

@ Nota: Esse problema admite uma
solucdo geométrica, extremamente sim-
ples !

Girando o retdngulo em torno da ori-
gem O podemos coloca-lo de tal forma
que dois dos seus lados ficam paralelos
ao eixo horizontal. Essa operacdo ndo
modifica a drea do tridngulo. Assim,
para resolver o problema vamos conside-
rar que os retangulos inscritos no circulo
de raio 7 sao como os mostrados na fi-
gura a seguir.

Sejam z,y como indicados acima, onde
0 <z,y <r. Como o vértice (z,y) do
retangulo estad sobre o circulo de raio r,
devemos ter 22 +y? = r2. Assim, a rea
A do retangulo é dada por:

Considere o retangulo inscrito no circulo
de raio » > 0, como mostrado na figura.
Temos que x2 + 32 = r2. Assim, a drea
A do retangulo é tal que:
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A? =16 2%y = 16 2%(r? — 2?)

= —16 (z* — r22?)
r2\2 ot
-1 (2_7> -
6[1‘ 5 4]
2,2
— 4t 1 (2_L>
r 6x 5

donde concluimos que a expressio da
area é dada por

2\2
A= 4r4—16(x2—%) .

Agora, concluimos que a darea dos
retangulos inscritos assume 2r? como
valor maximo e isso responde positiva-
mente o item (a).

Para responder (b) podemos pensar da
seguinte forma. Note que a base 2z
do retangulo é positiva e inferior a 2r,
ou seja, 0 < =z < r. Quando to-
mamos x muito préximo de r, o va-
lor de y = v/r2 — 22 deve ficar muito
pequeno. Nesse caso, a drea A =
4xy também deve ficar muito pequena,
pois é dada pelo produto de um nidmero
préximo de 4r por um nimero préximo
de zero. lIsso parece nos dizer que ndo
existe um retangulo com drea minima,
isto é, podemos construir retdngulos ins-
critos num circulo de raio r > 0 pos-
suindo areas tdo préximas de zero quanto
quizermos.

Mais precisamente, seja dado um ndimero
real 0 < e < 2r2. Vamos exibir um
retangulo inscrito no circulo de raio
com darea, exatamente, igual a €. Para
isso, voltando a figura, devemos ter:

P24y =r? e e=day=4daxVr2—a2 .

54,

Portanto, €2 = 1622(r? — 22) e, con-
sequentemente,

1622 — 167222+ =0

donde,

Assim, o retangulo para o qual

2 1
Tr = %"‘5\/7’4—62/4

estd inscrito no circulo de raio 7 e possui
area valendo, exatamente, e¢. Note que
o valor

21
=1/ - 5\/7“4—62/4

2

também serve como resposta: ele corres-
ponde a outra dimensdo do retangulo.

Considere a escada mostrada na figura
a seguir. Como piso e parede se encon-
tram perpendicularmente, resulta que o
tridngulo mostrado na figura é retangulo
e a area A da regido triangular citada,
é dada por:

1 1

onde 0 <z < L.
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Completando quadrados, obtemos:

A:L/L%z_xz;

e - (-2
oV T\

Agora, podemos concluir da expressao da
area A que o valor maximo serd atin-
gido quando = = L//2, ou seja, o pé
da escada deve estar a L/+/2 metros do
muro.

Licdo 10

(@) (155 )
(b) A equagdo ndo tem solucio.
(c) £/ 2

(d) A equagdo ndo tem solugdo.

()0, 1 e 3.

. A equagdo tem duas solugdes, a saber:
—14+3v5
—a

. A equacdo tem uma Unica solu¢do, a sa-
ber, z = 4.

55.

8.

10.

A expressdo em questdo estd definida
para x # 0 e nesse caso temos:

4x+i+2:(\/1§—2\/§>2+4+2
(\}5—2\/§>Q+6
>0

Lembramos também que a expressio
1 _

7 2y/x se anula quando x = 1/2.
Assim, podemos concluir que a expressao
em estudo assume o valor 6 como seu
menor valor e isso ocorre quando = =

1/2.

. Tem uma dnica solugdo: = = 1.

) Tem uma Unica solugdo: = = 3.

(a

(b) £V2£ V3.
(C) 3+\[
(d
(e

As solugdes sdo:
b, 6
H{(o+%)=
onde a,b € R*.

a) 2.

)1

b 6a
at b

!

c) A equagdo n3o tem solug3o.

b) A equagdo n3o tem solugdo.

C

(
(b
(
(a) A equagdo ndo tem solugdo.
(
(
(
(e

)1
d) 0 e 4.
) V/3/2.
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11. (a) —1 e —1++/2.
(b) 0 e 4/7
(c) —157.
1+v/5
(d) 157
12 9413
N
13. Dominio: R —{1,1/2}.
Zeros: —1++/2.
14. Dommio: R — {—1++/5}.
A express3o ndo se anula em seu dominio
de definicdo.
15. +/5.
16. —1 e —2.
17. 1/16.
18. Nesse caso, ao elevar ambos os mem-
bros da equagdo ao quadrado, ndo per-
Licao 11
Nota:

propriedade, salvo a que aparece no exercicio 8.

1.

19.

demos solucbes, mas podemos introdu-
zir solugdes estranhas. E exatamente o
que ocorre nesta solucdo. Por isso, de-
vemos, testar as solucdes encontradas.
E testando a solucao veremos que ela
nao é solucao da equacgdo inicial. Como
ndo perdemos solugdes, concluimos que
a equacdo inicial ndo tem solucoes.

Nesse caso, a igualdade /zx\/z = V22
sé é verdadeira para x > 0. Ao intro-
duzir essa identidade na equacao inicial,
fizemos uma operacdo que pode intro-
duzir solucdes estranhas a equacdo pois
V22 estd bem definido para todo z € R
enquanto que /z X \/xr sé estd bem
definido para =z > 0. E exatamente o
que ocorreu na solucdo. Encontramos as
solu¢do maiores ou iguais a zero (no caso
x = 1) e introduzimos solugdes estra-
nhas (z = —1).

No estudo do sinal de expressdes estaremos, sempre que possivel, usando a regra que
aprendemos nesta licao, na pagina 218 e que sé pode ser aplicada quando a expressao varia
continuamente em seu dominio de definicdo. Todas as expressdes aqui consideradas tem essa

(a) Dominio: R*.
A expressao:

e ¢ positiva em:

(* 0, 1_2\/5) U (HQ\/E’OO) ?
e se anula em: 1i2\/5;

én egatlva em:
=5 0)u (0,155).
) Dominio: R — {1}.

A expressao:

(5
(b

e ¢ positiva em: (0,1)U(2,00);
e seanulaem: 0 e 2;
e ¢ negativa em: (—00,0)U(1,2).

(c) Dominio: R — {3, —2}.
A expressao:

e ¢ positiva em: (3,00);

e ndo se anula;

e ¢ negativaem: (—oo,—2)U(-2,3).
(d) Dominio: R — {3}.
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A expressao:

e ¢ positiva em: (—24,3);

e se anula em: —24;

e ¢ negativaem: (—oo,—24)U(3,00).
(e) Dominio: R — {£1}.

A expressao:

e ¢ positiva em: (—oo,—1)U(1,2);
e se anula em: 2;

e é negativaem: (—1,1)U(2,00).
. (a) Dominio: R — {+£1}.

A expressao:

e ¢ positiva em:
(=00, —1) U (=1,1) U (5 s0);

2
e se anula em: 1+2‘/5 :
e é negativa em: (1, HT‘/S) .

(b) Dominio: R — {£2}.

A expressao:

e épositivaem: (—v6,—-2)U(2,v6);
e seanulaem: +6;

e ¢ negativa em:

(=00, —v6)U(=2,2) U (V6,00).

(c) Dominio: R — {—1}.

A expressao:

e ¢ positiva em: (—oco,—1)U(—1,0);
e se anula em: 0;

e ¢ negativa em: (0,00).

(d) Dominio: R — {1, —-3}.

A expressao:

e ¢ positiva em:

(581U (55, ),

2
e se anula em: LQ‘/B;

e ¢é negativa em:
(o0, —3)U(=3,23%) U (1,255).

3. Dominio: R — {2}.

A expressao:

e ¢ positiva em: (—oo,—2)U(2,3);
e seanulaem: —2 e 3;

e ¢ negativaem: (—2,2)U(3,00).

3

. (a) Dominio: (— oo,—\%} U [ﬁ ,00).

A expressao:
e ¢é positiva em: (—oo,—%]u(?),oo).
e se anula em: 3;

e ¢ negativa em: [ , 3

~—

g

(b) Dominio: (— oo,—%] U [% ,00).

A expressao:

e ¢é positiva em: nenhum ponto;
e n3o se anula;

e ¢ negativa em todo seu dominio.
(c) Dominio: (—o0,0]U[3,00).
A expressao:

e ¢ positiva em: (—o0,0];

e nao se anula;

e ¢ negativa em: [3,00).

(d) Dominio: [—1,3/2].

A expressao:

e nao é positiva em nehum ponto;

e seanulaem: —7/9;

N

e énegativaem: [—1,-J)u(-%,3].
(e) Dominio: [—10,00).

A expressao:

e ¢ positiva em: (—9,00);

e se anula em: —9;

e ¢ negativa em: (—10,-9).
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5. Sejam a,b € R*. Vamos separar a res-

posta em dois casos.

Caso I: a,b> 0.

Dominio: (0, c0).

A expressao:

e ¢ positiva em: (9ab/4,00);

e se anula em 9ab/4;

e ¢ negativa em: (0,9ab/4).

Caso Il: a,b < 0.

Dominio: (—o0,0).

A express3o:

e ¢ positiva em: (—oo,—9ab/4);

e se anula em —9ab/4;

e ¢ negativa em: (—9ab/4,0).

Note que a expressdo n3o fica bem defi-
nida quando a e b tém sinais contrarios.
. Dominio: (—o0,—2]U][1,00).

A expressao:

e & positiva em: (—o0,—2] U (2,00);
e se anula em: 2;

e é negativaem: [1,2).

. Dominio:
(= o0, /] U [FH/T o0).
A expressao:
e ¢ positiva em:
(=00, =] U (1, 00);
e seanulaem z=1;
e ¢é negativa em: [—1%& , 1) :

. O erro ocorre quando usamos a re-
gra para estudo de sinais, enunciada na
pagina 218.

Essa regra sé pode ser usada quando a
expressao varia continuamente em seu

10.

11.

12.

dominio de definicdo. E a expressdo
[2] — 3 n3o tem essa propriedade. Vocé
estudard a continuidade dessa expressao
em Calculo |.

. (a) Dominio: [1—v/3,1)U[1+/3,00).

(b) Se anula em: 1++/3.

(a) A expressdo:

e ¢ positiva em:

(oo, —2)U(—3,0)U(0,1)U(3,2);
e ¢ negativa em:
(—2,-3)u(1,3)uU(2,0).

(b) se anula em —1/2 e 3/2.

(a) (=00, =2)u(0,2)

(b) (~2,0]U(2,4) U (4,00)
(c) (=2,0)U(0,2)

(d) (—00,—2) U (~2,0]

() (=00, =2)U(0,2)

(f) (-=1,1)U(3,5) U (5, 00).

O quadro de sinais de uma expressdo
F(z) (mesmo variando continuamente)
nao nos fornece informacdes suficientes
para resolver a equagdo F(x) = 2. Os
dois graficos a seguir mostram expressoes
cujo quadro de sinais coincide com o da
expressdo F'(z). No primeiro deles a
equacdo F(r) = 2 ndo tem solucdes
(F(x) nunca assume o valor 2), mas no
segundo, a equagdo F(x) =2 tem uma
infinidade de solucdes, a saber, o todos
os pontos do intervalo (—oo, —2).

407



Respostas

13.

14.

Esses dois graficos também servem para
mostrar que ndo podemos concluir quan-
tas soluges tem a equagdo F(z) = 2
tendo apenas o quadro de sinais como
informacdo. De fato, esses dois graficos
nos mostram que nem mesmo podemos
concluir se a equagdo F'(z) =2 tem ou
nao solugoes.

Os dois graficos apresentados sdo
graficos de expressdes que variam conti-
nuamente em seus dominios de defini¢c3o.
Podemos concluir que:

e —1<F(zx)<0em (-2,0);

e —1<F(z)<0em (—4,00).

(al) R - {_27_17274}1

(aiil) R—{-2,-1,2,4};

(aiii) R—{-2,-1,2,4,0,3}.
(bi) A express3o:

e ¢ positiva em:
(—OO,—Z)U(—1,0)U(3,4)U(4,00);

e scanulaem: 0 e 3;

e ¢é negativa em:
(=2,-1)uU(0,2)uU(2,3).

(bii) A expressdo:
e ¢ positiva em:
(_27_1) U (374)1
e ndo se anula;

e ¢é negativa em:
—00,—=2)U(-1,0)U(0,2)U(2,3).

(
(c) Solugdes:

(ci) (=2,-1)U[0,2)U(2,3];
(cii) (=2,-1)U(3,4)U(4,00).

(d) Novamente, tendo como informag&o
apenas o quadro de sinais da expressdo
F(x) n3o podemos montar o quadro de
sinais de F'(z)—2. Os dois graficos a se-
guir sdo de expressdes que tém o mesmo
quadro de sinais que F'(x). No entanto,
o quadro de sinais dos seus transladados
por —2 s3o bastante distintos.

R :
—2 2 4
,,,,, O R
Gréfico de F(x)

Grifico de F(z) — 2

Note que a expressdo F(x) — 2 exibida
no grafico acima, é nula em (—o0,—2)
e negativa em (—2,2).

A seguir apresentamos uma outra ex-
pressio com o mesmo quadro de sinais
que F(x) e tal que o quadro de sinais
de F(xz)—2 é diferente daquele que exi-
bimos no primeiro exemplo.

Gréfico de F(x)
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15.

Y osl ?
Gréfico de F(z) —2

Note que a expressdo F(x) — 2 cujo
grafico acabamos de exibir, é positiva no
intervalo (—oo,—2) e em parte do in-
tervalo (—2,2). Comportamento bem
diferente do apresentado no exemplo an-
terior.

(e) No item anterior construimos duas
expressdes que possuem o mesmo qua-
dro de sinais que o da expressdo F'(x).

(a) A(y) n3o estd bem definida apenas
nos pontos: —3,1 e 3.

(b) A(y) =0
(c) A(y) > 0 se, e somente se,
y € (—o00,—3)U(-1,1).

(d) Para finalizar a descricdo do quadro
de sinais de A(y) resta dar a informagdo
a seguir.

= y=-1.

A express3o é negativa em:
(=3,-1)U(1,3)U(3,00).

(e) A seguir, mostramos o grafico de uma

expressao com um quadro de sinais como

o dado e o correspondente grafico da ex-

pressdo A(y).

1
Gréfico Je Aly)=F(y+1)

16.

17.

18.

O gréfico da expressio A(y) é obtido
transladando horizontalmente o gréfico
da expressdo F(xz) de —1.

(a) A(y) sbé ndo estd bem definida nos
pontos: 0,—1/2,1/4 e 1/2.
(b) A(y) n3o se anula.
(c) A(y) > 0 se, e somente se,
ye(—1/2,0)U(1/2,00).
(d) Para completar o quadro de sinais
resta a informacdo a seguir.
A expressao é negativa em:
(o0, =3) U (0, 1) U (5:3)

(a) A(y) sé n3o estd bem definida nos
pontos: 0,4+1/v/2 e +1/2.
(b) A(y) ndo se anula.
(c) A(y) > 0 se, e somente se,

1 1
(d) Completando o quadro de sinais, te-
mos:

A expressdo é negativa em:
(_%7_%)U(_%7O)U(07%)U(%7%)

(a) Solugdes:
(i) 1 e —1;
(i) 1,-1 e —2.

(bi) Dominio: R — {++/5,++/3}.

A expressao:

e ¢ positiva em: (—\/g, -1u(1, \/§) :
e se anulaem: +1;

e ¢ negativa em:
(00, VB U(=V5,~V3)U
U(=1,1)U((3,V5)U(V5,00).
(bii) Dominio:
R —{—4,+V5,2,4+3,0}.

A expressao:
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e ¢ positiva em:
(=4, —V5)U(=V5, -2)U(—V3,-1)U
U0,1)uU(v/3,2)u(2,v5)U(v5,00);

e se anulaem: —2 e +1;

e ¢é negativa em:
(—00,—4)U (=2, —V3)U(~1,0)U
U (1,3).

19. (a) A(y) sé ndo estd bem definida nos

pontos: 1iﬂ,1:|:\/6e 1+2v2.

Licao 12

1. Conjuntos solu¢des:

(a) (=00,9/2].

(b) (=00, =v5]U[V5,00).
(c) 0.

(d) (7,11)

2. Conjuntos solugdes:
(a) [_\/Ta _\ﬁ] U [\ﬁu \/ﬁ]
2
t) [0.(=7))
3. Conjuntos solucdes:

(a) [-1,3/2].

(c) |- 1552,

(d) (=00,0).
4. Sinais das expressdes e solugdes das ine-

quagdes:

(a) A express3o:

e ¢ positiva em: (—o0,1)U(5,00);

e seanulaem: 1 e 5;

e ¢ negativa em: (1,5).

Conjunto solugdo: (1,5).

(b) A(y) =0 <= y=—-1louy=3.
(c) A(y) > 0 se, e somente se,
ye(1—-v6,-1)u(l—+v2,1+V2)U

U(3,1+6).
(d) Para finalizar o quadro de sinais:

A expressao é negativa em:
(—00,1—-2v2)U(1-2v2,1—6)U
U(=1,1-v2)u(1++v2,3)u
U(14+v6,1+2v2)U(1+2v2,00).

(b) A expressdo:

e ¢ positiva em: (—00,2);

e se anulaem: 2;

e ¢ negativa em: (2,00).
Conjunto solugdo: (—00,2).

(c) A expressao:

e & sempre positiva;

Conjunto solugdo: 0.

(d) A express3o:

e ¢ positiva em: (—oo,—1)U(1,00);
e seanulaem: —1,0 e 1;

e ¢ negativaem: (—1,0)U(0,1).

Conjunto solugdo: (—oo,—1)U(1,00).

. Conjuntos solucdes:

a) (0,1).
) (=00, 0].
o [=gm O}U[Lm]

(

(b

(

(d) (=00, —V2)U(0,1).
(a) Nenhuma solugo.

(b

) Uma infinidade de solugdes pois todo
inteiro n3o positivo é solucdo.
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(c) Temos quatro solugdes inteiras, a sa-
ber: —1,0,1 e 2.
(d) Uma infinidade de solugdes pois todo

inteiro menor ou igual a —2 é solucao.

. (a) A expressdo x — 5 :

e ¢ positivaem: (0,1)U(2,00);
e scanulaem: 0 e 2;
e ¢ negativa em: (—o00,0)U(1,2).

Conjunto solugdo: [0,1)U[2,00).

42
2—x—6 °

(b) A expressio
e é positiva em: (3,00);
e ndo se anula;

e énegativaem: (—oo,—2)U(-2,3).

Conjunto  soluc3o: (—00,-2) U
(_2 ) 3 )
(c) A expressao x;j_g;?’ —1:

e ¢ positivaem: (—oo,—24)U(3,00);
e se anula em: —24;

e ¢ negativa em: (—24,3).

Conjunto solugdo: (—oo,—24]U(3,00)

x z+1 1 .
(d) A expressdo 55 — o+ =5

e ¢ positiva em: (—oo,—1)U(1,2);
e seanulaem: —1 e 2;
e énegativaem: (—1,1)U(2,00).

Conjunto solugdo: [—1,1)U[2,00).

. Conjuntos solug¢des:

(a) [3/v2,3].

(b) 0.
(c) (—o0,0].
(d) [-1,-1/2)uU(1,3].

9. Conjunto solugdo: [3,00).

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

Conjunto solugdo:

Conjunto solugdo: [1,2].

Conjunto solugao:
Conjunto solugdo: (—oo,—3)U(1,4).
Conjunto solugdo: (

Conjunto solugdo:
Conjunto solugdo:
Conjuntos solugdes:
(a) [1,2).

(b) [1+\/§,3+2m].
(c) (2—v2,0].

A varidvel z € (0,00) sé ndo pode as-
sumir valores no intervalo (0,1].

(a) Completando quadrados, temos:
Bt tr=z@®+r+1)=
2
—a|(z+3) —1+1]
2
= x[(m+%) +%] > 3@% quando z > 0.
(b) Além disso:
1\? ., 3 3
B+ :x[<x+§) —i—ﬂ < Tx
quando z < 0.
Completando quadrados obtemos:
(22 —x+4)(2® + 42 +5) =
2
= [(az—%) +%} [(w+2)2+1} > 1
Para provar o exercicio basta mostrar que
3:+% > 2 para todo x > 0.
Em (0,00) temos que:
22241

ptlog= a2l @7

Assim, a expressio T + % -2 >0
para todo z > 0. Consequentemente,

411



Respostas

22,

23.

24,

x—i—% > 2 para todo x > 0, como pre-
tendiamos demonstrar.

Note que a expressdo assume o valor 2
quando z =1¢€ (0,00).
Solucdes:

(a) 0;

(b) -1 — V5 e 2:

(c) 2+ V5;

(d) 1—%/ﬁ : 5—%/5 ’ 1+2\/5 e 5t

V29
5 -

Conjuntos solugdes:

(2) (0,00);

(b) (00, ~1 = VB) U(2,00);

() [2- V5,24 5],

() (oo, =B U [ 22 15 |
o[ )

(a) A expressido coincide com:
e —Z+2em (—00,0];

e —3 42 em [0,5/2];

e 2 _8em [5/2,00).

Grafico da expressio:

7
4

(b) A expressdo coincide com:
o 22 +22 em (—o0,1];
e 22 -2z +4 em [1,00).

Gréafico da expressdo:

b

(c) A expressao coincide com:
e 22 -3z em (—00,0]
o —z?+z em [0,2].

Grafico da expressio:

Y2, -2)

(d) A expressdo coincide com:
o 72 —-22 -2 em (—o0,0];
o —z2+4r—2em [0,1];
o —22+2r em [1,3];
o 22— 4z em [3,00).

Grafico da expressio:

s iy

1-Vv3

25. Solugdes:

Ul2,00);
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2 2
(b) —1+%/ﬁ e 1;
(c)2++5.

26. Conjuntos solucdes:
(@) (52.52);
(b) (—1—\/3,—%)u(—1+\/§,1);
(c) (-1/2,2—5]U[2+V5,00).
27. Dominio: [-2,0)U[2,4).
Zeros: —/2 e V6.
28. A expresio:
e ¢é positivaem: (—v/2,0)U (v6,4);
e secanulaem: —v2 e V6.
e énegativaem: [—2,—v/2)U[2,V6).

29. Grafico da expressio:

Licao 13

1. A2=4e A=2.

30. Grafico da expressio:

X
$
4
1,/

31. (a) E(~1) =0, E(0)
, B(1)

Grafico da expressao:

@
3

N

:1’
=0, E(2)=3.

N

X

6. )z +al="7.
(b) 2% + 272 = 47.
$%+x_%+2 _ 2

€ 5= =~7

22+z24+3 5
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10.

11.

12,

13.

14.

(a) Dominio: (0,00);

Para z € (0,00) a expressio tem a

forma z7/12.

(b) Dominio: [0,00);

Para z € [0,00) a expressdo tem a
forma z21/6.

(a) Dominio: (0,00);

Para = € (0,00) a expressdo é cons-
tante e igual a 1.

. Simplificando as expressGes obtemos:

(a) a=2/3p1/6,

(b) al/S.

Simplificando, obtemos:
(a) 2°.

O

(a) 2 x 37 x 113,
(b) 24 x 36 x 5.
(c) 211 x 314 x 72.

117
@) 55550
29 x 34 x 19

(a) —4.
(b) 5 x 107°.
(c) 23/2.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

—a? x b x

(a) \%cm
2

(b) #cm?

(a) Existem 6 caminhos com compri-

mento minimo.

(b) £(1 ++/2) cem.

(a) (—oo,—1]U[1,00).

(b) (o0, —2)U]0,00).

Solucoes:

(1) £3 e +4.

(2) 3|al/4.

(3) 4/3.

(4) (F542)".

()

(@) y= ()" e =2 (F2)°
e

y=(3=2)" =2 (3527

(b)y=36; x=4ey=4; =236

S3o verdadeiras em:

(a) R.

(b) R

(c ){0}

(d) R
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25.

26.

).

(e) [1,
1,00).

(f) [
(g) R.

Vimos uma regra que diz:
(xa)b — :Uab — (:Cb)a
quando todas as poténcias envolvidas

estao definidas. No nosso caso, a igual-
dade

o0
o0

1 1
(22)2 = 2! = (22)?
nao é verdadeira para todo = € R pois
21/2 n30 estd bem definido para z < 0.

Ela é verdadeira apenas para x > 0. Por
isso perdemos a solucdo z = —2.

(a) Falso.
Contra-exemplo: tome z = —1.
(b) Verdadeira.
(c) Verdadeira.
(d) Verdadeira.

Licao 14

27.

28.

N o o s

(a) —1* = —1 para todo =z € R, pois
1¥ = 1 para todo x € R. Logo, o
dominio dessa expressdo é toda a reta.

(b) A base é sempre negativa e o expo-
ente assume valores racionais e irracio-
nais. Logo, segundo nossa conven¢do o
dominio dessa expressdo é o conjunto va-
zio.

(C) (_OO ;0 )
(d) R.

(e) R.

() (—1/2, 00).

A expressao:

e ¢ positiva em:
(—o0,—-1)U(-1/16,0)U(0,1/16);

e ¢ negativa em:
(—1,-1/16)U(1/16,00);

e seanulaem: 0 e +1/16;

e 56 nao estd definida para z = —1.

(a) Verdadeira.
(b) Falsa.

(c) Verdadeira.
(d)

(e)

(S

Falsa.
Verdadeira.
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10.

11.

12,

(f) Falsa.
(g) Verdadeira.
(h) Verdadeira.

Conjuntos solucdes:

(b) 0,572 < 0,55 < 0,5% <0,5.
(€)5<5% <55 <5%.
2
V5—1 V-1 \ V3
() U5z < (Viva 2) <
V-1 5 kG
<<6 2) << ) :

(a) 72 < —-9,2 < —/82 < -7
(b) 57 < 5792 < 5-V82 505

(c) 0,27 V05 < 0,27V82 <

<0292 <027

(d) (V7 —V3) VT <
<(VT-v3)Y®

< (VT-VB) P < (V- VE) T
Conjuntos solucdes:
(a) [-5,-1)U(-1,3].

[=1,1],

d

(b)
() (~00, —V1+v2 JU[V1+ V2,
(d) R

13.

15.

16.

17.

(a) A expressdo satisfaz:

e estid bem definida em toda a reta;
(=3,0)U(5,00);

—-3,0 e b;

e ¢ positiva em:
e se anula em:
e ¢ negativa em: (—o0,—3)U(0,5).
(b) A expressdo satisfaz:

o estd bem definida em toda a reta;
e ¢ positiva em:

o k) -
o )

e seanulaem: =+ \/Z T

e ¢ negativa em: (\/%, oo).
(c) A express3o satisfaz:

e estd bem definida em: R.
(—o0,1)U

e seanulaem: 1 e 2;

e ¢é positiva em: (2,00);

e ¢é negativaem: (1,2).
=17

2 .
Conjunto solugdo: [—1Eﬁ 7 _lgﬁ].

Conjunto soluc3o:
(— o0, *1;ﬁ} U [*%ﬁ,oo).

A equacio:

e nio tem solugdo quando a < —49/4;
e tem uma unica solucdo quando a =
—49/4, a saber: (7/2)%/3;

e tem duas solucdes distintas quando
—49/4 < a <0: (LV‘;QW)%;

e tem uma Unica solugdo quando a > 0:
(7+\/49+4a> 2/3
2
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Licso 15

1.

Dominio: R*.
xpress3o é impar.

b) Dominio: R — {£1}.
xpressao é impar.

—~~

a

= >

> >

Xpressao é par.
d) Dominio: R*.

xpress3o é impar.

~—~

¢}

)
e
)
e
c) Dominio: R.
e
)
e
) Dominio: R —{0,£1}.
expressao € par.
f) Dominio: R —{0,+1}.
expressao é par.

D PR Ty B

o]

) N&o é par nem impar pois:
3 _
]x:]_ - 0

ox3—1] =-2.

r=—1

[ ]

8
|

—

(b) N3o é par nem impar pois o dominio
(R — {1}) n3o é simétrico em relagdo a
origem.

(c) N&o é par nem impar pois:

m} —0

=1
o {x— \x@x:_l = V2.

(d) NZo é par nem impar pois:

(e) N3o é par nem impar pois o dominio
(R—{0,1}) n3o é simétrico em relagio
a origem.

(f) Note que (z—2)(1— x2)]x:1 =0e
(z—2)(1—2?)] _ , =0. No entanto,
a expressdo ndo é par nem impar pois:

e (z—2)(1-2?)], _,=0

o (z—2)(1—2a?)] __,=12.

3. Seja G(z)

. Seja G(x) = E(z) x F(x).

= E(x) + F(x). Por cons-
trucdo os dominios dessas trés expressoes
sdo iguais. Assim, se os dominios de
E(z) e F(x) sdo simétricos em relagdo
a origem entdo o de G(x) também o
sera.
(a) Suponha que E(z) e F(x) sdo ex-
pressoes pares. Nesse caso os dominios
de E(x),F(z) e G(x) sdo simétricos
em relacdo a origem e temos:
G(—z) = E(-z) + F(-x) =

= E(z) + F(z) = G(x).
Isso mostra que G(z) é par.
(b) Suponha que E(x) e F(z) sdo
expressoes impares. Novamente, nesse
caso os dominios de E(z), F(z) e G(z)
sdo simétricos em relacdo a origem e te-
mos:
—z) + F(-2) =
= —E(z) — F(z) = —-G(z).

Isso mostra que G(z) é impar.

Como
no exercicio anterior, por construcao
os dominios dessas trés expressdes sao
iguais. Assim, se os dominios de E(z) e
F(x) sdo simétricos em relagdo a origem
entdo o de G(x) também o sera.
No que segue estaremos supondo que
E(x) e F(x) s3o pares ou impares o que
nos permite concluir que os dominios de
E(z),F(z) e G(z) sdo simétricos em
relagcdo a origem.
(a) Suponha que E(z) e F(x) sdo ex-
pressdes pares. Nesse caso, temos:
G(—x) = E(—x) x F(—z) =

= E(z) x F(x) = G(x).

Isso mostra que G(z) é par.
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(b) Suponha que E(x) e F(z) sdo ex-
pressoes impares. Nesse caso, temos:

G(—z) = E(—z) X F(—x) =
= (— E(w)) X (— F(:U)) = G(z).
Isso mostra que G(z) € par.

(c) Suponha que E(z) é par e que F(z)
€ impar. Nesse caso, temos:

G(—z) = E(—z) X F(—x) =
= E(z) x (- F(z)) = =G(x).

Isso mostra que G(x) é impar.
. (@) [-b,—a]U[a,b] onde 0 < a <b.
(b) v

I e o
(c) A expressdo é crescente nos interva-
los [—d,—c],[a,c] e [d,b].

(d) A expressdo é decrescente nos inter-
valos [—b,—d],[—c,—a] e [c,d].
. (@) [-b,—a]U[a,b] onde 0 < a <b.

YA

(c) A expressdo é crescente nos intervalos
[~b,—d],[—c,—a]l,[a,c] e [d,b].

(d) A expressdo é decrescente nos inter-
valos [—d,—c]| e [¢c,d].

. (a

7. (a) [a,b]U[=b,—a] onde a < b < 0.

(c) A expressdo é crescente nos intervalos
[CL,C} ) [dvb] ) [_ba_d] € [—C,—CL].

(d) A expressdo é decrescente nos inter-
valos [c¢,d] e [—-d,—c].

O gréfico da expressdo 1/x estd ponti-
lhado.

Muito importante: Note que, dentre
essas duas expressoes, o grafico da ex-
pressdo 1/+/x se aproxima muito mais
rapidamente do eixo vertical quando a
varidvel x se aproxima de zero. No
entanto, o gréfico da expressio 1//z
nunca toca o eixo vertical.

) (=00, —1)U(1,00).
(b) (=1,0)U(0,1).
(c) +1.
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10.

7‘1 1 @x
O gréfico da expressdo 1/|z| estd pon-
tilhado.

(a) %/® domina z%/7

2/3

em (—o0,1];
2%/ domina x2/3 em [1,00).
Coincidem em 0 e 1.

O grafico dessas expressdes sdo0 mostra-
dos na figura a seguir.

O gréfico da expressio z2/3 tem traco
continuo mais escuro e o da expressao
2°/7 é o de traco mais claro. Os graficos
pontilhados s3o das expressoes +:x.

(b) 2918 domina 2=7/°> em (0,1];

27 7/5 domina z—29/18

em [1,00).
Coincidem no ponto 1.

O grafico dessas expressdes sdo mostra-
dos na figura a seguir.

O gréafico da expressio /5 tem traco
continuo mais escuro e o da expressdo
229/18 & o de traco mais claro. O gréfico
pontilhado é o da expressdo 1/x. Note
que a expressio x29/18 n3o estd definida
a esquerda da origem.

(c) |:1:]7r/\/§ domina |z|V11/2  em

[_1 ) 1] ,
||V 11/2 domina

(=00, —1]U[1,00).

||/ V2 em

Coincidem em 0,—1 e 1.

O gréfico dessas expressdes sdo mostra-
dos na figura a seguir.

\J

O grafico da expressio |z|™V2 tem
traco continuo e o da expressio zV11/2
estd tracejado. Os graficos pontilhados

sdo das expressbes +ux.

(d) 72® domina 7% em [0,00);

7* domina 7%

em (—o00,0].
Coincidem em 0.

O grafico dessas expressdes sdo mostra-
dos na figura a seguir.

Y
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11.

12.

13.

O grafico da expressio ¥ tem traco
continuo e o grafico da expressio w2*
estd pontilhado. Note que essas ex-
pressoes se aproximam da reta horizontal
quando x tende para —oo. No entanto,
o grafico dessas expressdes nunca toca
o eixo horizontal; estdo sempre acima
desse eixo.

(e) =
[1,00);

domina 7¥ em (—o0,0] U

7@ domina 7 em [0,1].
Coincidem em 0 e 1.

O grafico dessas expressdes sdo mostra-
dos na figura a seguir.

Ly

L@

O grafico da expressio n*¥ tem traco
continuo e o grafico da expressdo 7’
estd pontilhado. Como no exercicio an-
terior, o grafico da expressdo 7% nunca
toca o eixo horizontal; estd sempre acima
desse eixo.

Os graficos dessas expressbes ja foram
exibidos no exercicio anterior.

a) [-5,-1)uU(—1,3].

b) (—oco,—1]U[1,00).
2)3/2

(
(

(c) A expressdo (1—=x ndo domina

V3 em nenhum ponto.

(a) Os dominios sdo: R para as duas
primeiras e [0, 00) para as outras duas.

14.

(b) a2V < g/t < 203 < 43/5 em
(071);

(c) 23/% < 42/3 < g™/* < 2V2/V3 em
(

(

1,00).

d) v

O gréfico de 23/5 é o de traco continuo
escuro, o de z2/3 é o de tracejado es-
curo, o de 2™/ é o continuo claro (defi-
nido apenas para z > 0) e o de zV2/V3
é o tracejado claro (também definido
apenas para x > 0).

(a) Os dominios sdo: R para a segunda
e [0,00) para as outras.

-1 1 T

O gréafico de z°/3 é o de traco continuo
escuro, o de 2%/2 é o de tracejado escuro
(definido apenas para z > 0), o de z*/™
é o tracejado claro (definido apenas para
x>0)eode 2V3/V2 & o continuo claro
(também definido apenas para = > 0).
Também esbogamos os grafico de +x na
figura.
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15.

16.

(a) Os dominios sdo: R* para as duas
primeiras e (0,00) para as outras duas.

(b) 2=3/% < 2723 < z=7/4 < g—V2/V3
em (0,1).
(c) 2 V2IV3 < gm/4 < 423 < p3/5

em (1,00).

O gréfico de 273/% é o de traco continuo
escuro, o de z2/3 é o tracejado escuro
definido apenas para = > 0).

(

(a) Os dominios sdo: R* para a segunda
e (0,00) para as outras.

(b) gmVBIVE < gmAm < p=3/2 < =5/3
em (0,1);

(c) 25/3 < g73/2 < g=4/m < x=V3/V2

em (1,00).

(d) Y

O grafico de 275/3 & o de traco continuo
escuro, o de x~3/2 (definido para z >
0) é o de tracejado escuro; os outros
dois graficos em trago continuo claro sdo
os de 4™ e 27V3/VZ  Note que
o grafico da expressio x~ se apro-
xima mais rapidamente do eixo horizon-
tal do que as outras expressdes quando
a varidvel = tende para infinito. No en-
tanto, o grafico dessa expressdo nunca

5/3

7. Os graficos
exercicios.

18.

19.

toca o eixo horizontal jd que tais ex-

pressdes sao sempre positivas.

estdo nos respectivos

O dominios das expressdes ¢ R. Além
disso,

e 27 <3 < 4% em (0,00);

e 27> 3" >4 em (—00,0).

Y [

/f

/

4

O grafico da expressdo 27 é o de traco
continuo mais escuro; o de 3% é o pon-

tilhado e o continuo mais claro é o da

expressio 227, Essas expressdes coinci-
dem quando x = 0. Note que essas ex-
pressoes se aproximam do eixo horizontal
quando x tende para —oo. No entanto,

seus graficos nunca tocam o eixo hori-
zontal.

Dominio:
e R quando a € (—00,—2)U(2,00);
e R* quando a € [-2,2].

e Para a = £2: a expressdo tem a
forma E(z) = 1 para todo =z € R*.
Seu grafico é mostrado a seguir.

Yy

1

421



Respostas

e Para a = £v/5: a expressio tem a
forma E(z) = |z| para todo z € R.
Seu grafico é exibido na figura a seguir.

e Para a € (—o0,—V5)U(V5,00): a
expressdo tem a forma E(z) = |z|“ para
todo x € R onde a > 1. O eshoco do
seu grafico é mostrado a seguir.

e Paraa € (—V/5,-2)U(2,V5): aex-
pressdo tem a forma E(x) = |x|* para
todo z € R onde 0 < a < 1. O esbogo
do seu grafico é mostrado a seguir.

e Para a = +v/3: a expressio tem a
forma E(x) = 1/|z| para todo z € R*.
O esbogo do seu grafico é mostrado a
seguir.

20.

e Para a € (—V3,V3): a expressio
tem a forma E(x) = 1/|z|* para todo
r € R* onde a > 1. O esbogo do
seu grafico (em trago continuo) é mos-
trado a seguir. A titulo de comparacao,
esbogamos também o grafico de 1/|z|.

e Para a € (—2,-V3)U(V3,2): a
expressdo tem a forma E(x) = 1/|z|*
para todo x € R* onde 0 < o < 1.

O esbogo do seu grafico (em traco
continuo) é mostrado a seguir. A titulo
de comparacdo, esbogcamos também o
gréfico de 1/|z|.

O dominios das expressdes é R. Além
disso,

¢ 277 >3 >4 em (0,00);

¢ 277 <3 T <4 em (—00,0).

Na figura a seguir o grifico em linha
continua escura é o grafico de 27%; o de

377" esta pontilhado e o traco continuo
mais claro é o gréfico de 2727,
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21. O dominio é R qualquer que seja o valor

do parametro a.
Graficos:

e Para a = +£1: a expressdo tem a
forma E(z) =1 paratodo z € R eseu
grafico é mostrado a seguir.

Yy

e Para a€(—oo,—-1)U(1,00): a ex-
pressdo tem a forma FE(z) = (2“2_1)9&
para todo # € R onde 29°~1 > 1, j3
que a® —1 > 0. Seu grafico é mostrado
a seguir.

/

e Para a € (—1,1): a expressdo tem
a forma E(z) = (2°°~1)" para todo
2 €R onde 0 <271 < 1. Seu grafico
€ mostrado a seguir.

22.

23.

1\

x

(a) V3 < 223 < 2™ < 274 em
(0,1)
(b) Os dominios sdo, respectivamente:
R,[0,00) e R. E os graficos sdo mos-
trados a seguir. O traco continuo mais
escuro é o do gréfico de x‘/g; o trace-
jado é grafico de |x| e o continuo mais
claro é de x2/3.

) y

-1 1 T

(c) Os dominios sdo, respectivamente:
R*,(0,00) e R*. E os graficos sdo
mostrados a seguir. O traco continuo
mais escuro é o do grafico de ™ ™; o
tracejado é grafico de 1/|x| e o continuo
mais claro é de 1/x*. Note que o gréfico
de 1/z* se aproxima rapidamente do
eixo horizontal. No entanto, ele nunca
toca tal eixo pois 1/z* é sempre posi-
tivo.
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24,

(b) Os dominios sdo, respectivamente:
R,[0,00) e R. E os graficos sdo
mostrados a seguir. O trago continuo
mais escuro é o do grafico de V5 e o
continuo mais claro é de z3/5.

Yy

(c) Todas as expressdes tém R* como
dominio. Seus graficos sdo mostrados a
seguir. O trago continuo mais escuro é
o do grafico de (z2)~™; o tracejado é
grafico de 1/|x| e o continuo mais claro
éde 1/x'2. Note que o grafico de 1/z'2
se aproxima rapidamente do eixo hori-
zontal. No entanto, ele nunca toca tal
eixo.

Todas as expressdes tém R
dominio.

(a) 4

como

-1

Esse grafico foi obtido transladando ver-
ticalmente de —1 o gréfico do item (a).
Note que esse grafico se aproxima da reta
horizontal de equagdo = = —1 quando
x — —oo pois o grafico do item (a)
se aproxima do eixo horizontal quando
T — —00.

() Y

Esse grafico é obtido refletindo, em
relacdo ao eixo vertical, a parte do
grafico de 2% que esta a direita do eixo
vertical. Note que:

2% quando z >0
27% quando z <0.

olzl —

N

xr

Esse grifico é obtido refletindo, em
relacdo ao eixo vertical, o grafico de 2%.
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25,

x

Esse grafico é obtido transladando hori-
zontalmente de —2 o grafico de 2%.

() v

Esse gréafico coincide com o grafico de
2272 quando x > 0 (feito no item an-
terior) e com o grafico de 22~% quando
x < 0. Por sua vez, o grafico de 2277 ¢
obtido transladando horizontalmente de
2 o grafico de 277,

(a) Dominio: [0, 00).

y A

Y

(b) Dominio: [0, 00).

Yy

Esse grafico é obtido transladando verti-
calmente de —1 o grafico do item ante-
rior.

(c) Dominio: R.

-1 1 T

Esse grafico é obtido juntando-se ao
grafico de 2%/2 o seu refletindo em
relacdo ao eixo vertical. Note que a ex-
pressio |z|3/2 é par.

(d) Dominio: (—o0,0].

y A

-1

Esse grafico é obtido refletindo o grafico
de 23/2 em relac3o ao eixo vertical. De
fato ele é a parte a esquerda da origem
no grafico da expressio |z|3/2.

(e) Dominio: (—o0,2].

Yy

Esse grafico é obtido transladando-se ho-
rizontalmente de 2 o grafico de —z3/2.

(f) Dominio: R.
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26.

Y N
< oy
20
\ f
—
b &
e Vi
% Y
~
2v2
x
-2 2

Note que a expressdo é par e tem a forma
(2 + 2)%? quando z > 0 a qual ja
descrevemos como construir a partir do
grafico de z3/2. A esquerda da origem,
o grafico é o refletido em relacdo ao eixo
das ordenadas do grafico de (2 + z)3/2
quando x > 0.

Licao 16
1. -0
2. —2101/5
3. 220 x 57/3

. As progressbes geométricas dadas sao

convergentes e suas somas valem os ter-
mos do meio nas desigualdades a seguir.

(a) 4 <

V2
V2- 2

< 15.
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10.

(b) 3 < =22

7 7E < 3%

. O produto dos n primeiros termos de

uma progressdo geométrica pode ser es-
crito das seguintes formas:

P,=a; x air X air? x -+ x a;r" !
an Q a
Pp=ap X — X =5 X - X —
T T rn—
Logo,
2
P7 = (ar1ay) X (a1ay) X -+ X (a1ay)

onde o fator aja, aparece nm vezes.
Portanto, P2 = (aja,)" e conse-

quentemente, P, = +/(a1a,)® como

queriamos provar.

(a) Estd bem definida quando z €
;1) evale 7.

(-1

(b) Estd bem definida quando z €
(—00,—1)U(1,00) evale _%5.

(c) Estd bem definida quando xr €
( 223 + 325

1,1) evale v — =5 + 757 .

Conjunto solugdo: [HT‘@ ) oo).

. A equacdo tem uma unica solucio, a sa-

r=0.

(a) [0,1).
(b) (0,1).
O n-ésimo termo vale:
(1) ar™1;

(2) agr™2 onde as denota o segundo
termo da progressdo geométrica;

(3) azr™ 3 onde a3 denota o terceiro
termo da progressdo geométrica .

ber,

E o (n+ k)-ésimo termo vale:

(4) axr™ onde ajp denota o k-ésimo
termo da progressdo geométrica.

11.

13.

15.

16.

17.
18.

19.

Sem comentarios !!!

(1) 1;

(2) 1/(a — 1) desde que |a| > 1;
(3) 1/(Ja] — 1) desde que |a| > 1;
(4) 1/(Ja] +1) desde que |a| > 1;
(5) 1/(a+ 1) desde que |a| > 1.
Sem comentdrios !!

(1) a;

(2) Va2b;

(3) a1/<n 1.

(4) (a"b)! n?-1),

A equacdo tem uma dnica solugdo, a sa-
ber, x =24.

A equacgdo tem uma dnica solu¢do, a sa-

ber, z =3 — /5.

Conjunto solugdo: (—2,3 —+/5).

Para —1 < a,b< 1 temos que:

e A=1+a+a*+d*+at+-- =
1

e B=1+b+b*+b3+b*+.. =1

Calculando a expressdo a seguir, obte-
mos:
1
AB (1—a)(1-b)

A¥B-1 ~ 1 +¢_1:
1

1
T 1-bt+l-a-(1-a)(1-b)

=——  =1+ab+d’b®>+a’® +
1—ab

provando o que pretendiamos.

(a) W desde que 7é ZI:l

l1—z 3n+3
(b) (I4+z+22)(1—znt1)

desde que x #
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20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

+$1+$2 desde que |z| < 1;

(c)
(d) 1=z desde que |z[ < 1;
(e) 1= desde que |z < 1.

V5—1
5 -

a’+4—a
.

(V0% +4a - b)/2.

82/3.

65 .

A soma vale n?.

1 1 para todo z € (0,2).
Dominio: (—1,1).

Sem comentdrios !!!

Nesta solugcdo usaremos, repetidamente,
a seguinte observacio: se a,b sdo
ndmeros reais positivos entao,

(14a)(14b) = 1+a+b+ab > 1+a+b.
Sejam dados a > 0 e um inteiro n > 2.
Assim,
(14+a)?=1+a)(l+a)>1+2a.

Agora, como 1+ a > 0 segue da ob-
servacdo colocada acima que:

(14+a)®>(1+2a)(1+a)>1+3a
(14+a)*>(1+3a)(14+a)>1+4a
(14+a)® > (1 +4a)(14+a) > 1+5a
(14+a)® > (1 +5a)(14+a)>1+6a
(14+a)" > (1+6a)(14+a)>1+7a

e assim sucessivamente. Desta forma

concluiremos que
(I1+a)">14+na
quando a >0 e n > 2.

30. Seja 0 < r < 1.

Assim, r pode ser
escrito na forma r = 1/(1 4+ a) onde
a > 0. Consequentemente, segue da de-
sigualdade do exercicio anterior que:

n ( 1 >n< 1 < 1
r't = —
1+a 1+ na na

0 -

na
I
T

E essa desigualdade nos garante que "

tende para zero a medida que n cresce

indefinidamente pois -~ tem esse propri-
na

edade e, r™ é positivo e menor do que
1

% .

Se —1 < r < 0 entdo podemos escre-
ver r na forma r = —1/(1 4+ a) onde

a > 0. Nesse caso, teremos:

()

que também tende para zero quando n
cresce indefinidamente pois

1 n
(1 + a,)
tem essa propriedade. Note que " é po-
sitivo quando n é par e negativo quando
n é impar. Assim, r™ oscila em torno da
origem e a amplitude de oscilacdo tende

para zero quando n cresce indefinida-
mente.

Aqui estamos entendendo que a ampli-
tude de oscilacdo nada mais é do que a
distancia de r™ a origem.

Se r = 0, evidentemente, r™ tende para
zero quando n cresce indefinidamente
pois ™ = 0 nesse caso.

Assim, provamos que r" tende para zero
quando —1 < r < 1 e n cresce indefi-
nidamente.
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